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ВВЕДЕНИЕ 
 

Кафедра высшей математики Кемеровского технологического 
института пищевой промышленности предлагает курс математики, 
соответствующий программе для вузов, общим объемом 500–700 часов, 
адаптированный для студентов заочного обучения. 

Курс состоит из четырех частей, каждая из которых рассчитана на 
один семестр и включает разделы математики, соответствующие 
программе семестра. Каждая часть является методическим комплексом, 
ориентированным на самостоятельное изучение материала соответствую-
щих разделов математики. Представленный материал содержит инфор-
мацию, достаточную для изучения и усвоения материала, используемого 
в инженерных приложениях. 

Настоящий методический комплекс предназначен для 
студентов всех специальностей заочной формы обучения, в том 
числе с применением дистанционных технологий.  

Программа 1-го семестра включает следующие разделы: 
матрицы и действия над ними; определители матриц и их свой-
ства; системы линейных алгебраических уравнений и способы 
их решения; линейные пространства; векторы и операции над 
ними; уравнения плоскости и прямой в пространстве; кривые 
второго порядка на плоскости; функции, способы их задания; 
пределы последовательностей и функций; непрерывность функ-
ции и классификация точек разрыва; дифференцирование функ-
ций; полное исследование функции и построение ее графика. 

Итогом изучения семестрового курса математики является 
выполнение двух контрольных работ и получение зачета. 
Подготовиться к зачету помогут задания теста, приведенные в 
конце настоящего методического комплекса. 
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ТЕМА 1. Элементы линейной алгебры 
 

Матрицы и действия над ними 
 

Определение. Матрицей размера m×n называется совокуп-
ность m⋅n элементов, представленная в виде таблицы, состоящей 
из m строк и n столбцов: 
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где  – элемент матрицы A, стоящий на пересечении i-й 
строки и j-го столбца, 

ija

1, 2,...,i m= , 1, 2,..., ,j n=  Nnm ∈, . 
Матрица размера 1×n или m×1 называется матрицей-

строкой или матрицей-столбцом соответственно (или вектором). 
Если число строк матрицы равно числу столбцов, то 

матрица называется квадратной, а число строк называется ее 
порядком или размером. Матрица A порядка n имеет вид: 
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Элементы квадратной матрицы размера n, стоящие на 

пересечении строк и столбцов с одинаковыми номерами, то есть 
а11, , …, , образуют главную диагональ, а сумма 
элементов главной диагонали 

22a nna

nnaaa +++ ...2211  называется 
следом матрицы. Соответственно элементы , na1 2 1,na −  …, , 
лежащие на прямой, соединяющей правый верхний и левый 
нижний углы матрицы, образуют побочную диагональ. 

1na
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Мы будем рассматривать числовые и функциональные 
матрицы. 

Определение. Матрица, все элементы которой равны ну-
лю, называется нулевой.  

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
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Определение. Квадратная матрица, у которой на главной 

диагонали стоят единицы, а остальные элементы равны нулю, 
называется единичной и обозначается 
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Определение. Квадратная матрица, у которой элементы, 

расположенные ниже главной диагонали, равны нулю, называ-
ется треугольной.  
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⎜
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Определение. Матрица АТ называется транспонированной к 

матрице A, если у нее каждая строка является столбцом матрицы A 
с тем же номером. 
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Действия над матрицами 

1. Сложение матриц 
Пусть матрицы A и B имеют одинаковый размер m×n, т. е. 
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Матрица C размера m×n называется суммой матриц A и B, если  
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то есть, чтобы сложить матрицы одинакового размера, необхо-
димо сложить их соответствующие элементы. 
 

2. Умножение матрицы на число 
Чтобы умножить матрицу на число, необходимо каждый 

элемент матрицы умножить на это число. 
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3. Умножение матриц 
Произведением матрицы A размера m×n и матрицы B 

размера n×k называется матрица C размера m×k, имеющая 
следующий вид: 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
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...
............

...

...
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где njinjijiij bababac ⋅++⋅+⋅= ...2211 , 1,2,...,i m= , 1, 2,...,j k= . 

Замечание 1. Отметим, что умножение матриц определено, если 
число столбцов первой матрицы равно числу строк второй матрицы. 

Замечание 2. Из правила умножения матриц следует, что 
ABBA ⋅≠⋅ , то есть умножение матриц некоммутативно. 

Пример 1.1. Заданы матрицы 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=
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122
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A , . 
⎟
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⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=
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212
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B

 
Найти, если это имеет смысл, А+В, А⋅В, ВТ. 
Решение. Так как матрицы квадратные, то для них все эти 

операции выполняются. Определим сумму матриц A и B, для 
этого вычислим суммы соответствующих элементов: 

 

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−++
++−
+−+

=
⎟
⎟
⎟
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⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
+

⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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231111
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BA  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

024
330
502

. 
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Вычислим произведение: 
 

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
⋅

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⋅

101
212
211

123
122
311

BA  

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−⋅+⋅+⋅⋅+⋅+−⋅⋅+−⋅+⋅
−⋅+⋅+⋅⋅+⋅+−⋅⋅+−⋅+⋅
−⋅+⋅+⋅⋅+⋅+−⋅⋅+−⋅+⋅

=
)1(122230112)1(311)2(213
)1(122220112)1(211)2(212
)1(321210311)1(113)2(111

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−=

910
701
102

. 

 
Для транспонирования матрицы B необходимо поменять 

местами соответствующие строки и столбцы: 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
=

Τ

Τ

122
011
121

101
212
211

B . 

 
Упражнение. Выяснить, какие из предложенных операций 

примера 1.1 выполнимы, если размерность матрицы A – m×n, а 
матрицы B – n×k. 
 

Определитель матрицы 
 

Если числовая матрица квадратная, ее можно оценить 
(определить), то есть поставить в соответствие число. 

Определение. Определителем Δ (или detA) матрицы A по-
рядка n называется многочлен элементов этой матрицы.  

Для матрицы порядка n определитель записывается в виде: 
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nnnn

n

n

aaa

aaa
aaa

...
............

...

...

21

22221

11211

=Δ . 

Если матрица числовая, то значение определителя есть 
число, которое находят по известным правилам. 

Свойства определителей 
1. Определитель матрицы не меняется при транспонировании 

матрицы: 
Τ= AA detdet . 

2. Определитель матрицы равен нулю, если он содержит 
строку (столбец), все элементы которой равны нулю. 

3. Определитель матрицы равен нулю, если элементы 
двух строк (столбцов) одинаковые. 

4. Определитель матрицы равен нулю, если элементы 
двух строк (столбцов) пропорциональны. 

5. Определитель матрицы меняет свой знак на противо-
положный при перестановке местами любых двух строк (столбцов). 

6. Если все элементы некоторой строки (столбца) имеют общий 
множитель, то он выносится за знак определителя как сомножитель. 

7. Если к одной строке (столбцу) определителя приба-
вить другую строку (столбец), умноженную на число, то значе-
ние определителя не изменится. 

8. Определитель треугольной матрицы равен произведе-
нию элементов, стоящих на главной диагонали: 

nn

nn

n

n

aaa

a

aa
aaa

A ⋅⋅⋅== ...

...00
............

...0

...

det 2211
222

11211

. 
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Вычисление определителей 
Определитель 2-го порядка равен разности произведений 

элементов главной и побочной диагоналей, то есть 
 

11 12
11 22 12 21

21 22

.
a a

a a a a
a a

= ⋅ − ⋅  

 
Пример 1.2. Вычислить определители: 
 

1) 
4 1

4 6 ( 2) 1 24 2 26;
2 6

= ⋅ − − ⋅ = + =
−

 

2) ( ) +=−⋅−+⋅=
+
− 2

)()( ababbaa
bab
baa

( ) bababba +=+⋅−⋅+
2

; 

3) +=⋅−−⋅=
−

xxxxx
xx
xx 2sincos)cos(sinsin

sincos
cossin

 

1cos2 =+ x . 
 

Определитель 3-го порядка вычисляется по формуле: 
 

+⋅⋅+⋅⋅= 322113332211

333231

232221

131211
aaaaaa

aaa
aaa
aaa

 

).( 322311332112312213312312 aaaaaaaaaaaa ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−⋅⋅+
 

Для ее запоминания используется мнемоническое правило 
– правило треугольников. Оно состоит в изображении (явном 
или мысленном) элементов матрицы точками. Точки, соответ-
ствующие произведениям, которые входят в формулу определи-
теля, соединяются отрезками. 
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 +

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

•••
•••
••• −

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

•••
•••
•••

 
Главной диагонали и двум треугольникам, основания 

которых ей параллельны, соответствуют произведения со 
знаком «+», а побочной диагонали и треугольникам, основания 
которых ей параллельны, соответствуют произведения со 
знаком «−». 

Определение. Минором k-го порядка матрицы порядка n 
называется определитель, полученный из исходного вычерки-
ванием n-k строк и n-k столбцов. Определитель, составленный из 
элементов, стоящих на пересечении вычеркнутых n-k строк и 
столбцов, называется дополнительным минором к минору k-го 
порядка, . 1,2,...,k n=

Определение. Минором  элемента  матрицы по- 

рядка n называется определитель порядка n-1, полученный 
вычеркиванием i-й строки и j-го столбца из определителя Δ 
исходной матрицы. Элемент  и его минор  являются взаимно-

дополнительными минорами, 

ijM ija

ija ijM

, 1,2,...,i j n= . 
Определение. Алгебраическим дополнением  элемен-

та  матрицы порядка n называется минор  этого 
элемента, взятый со знаком «+», если сумма i + j четная, и со 
знаком «−», если сумма i + j нечетная, то есть  

ijA
ija ijM

ij
ji

ij MA ⋅−= +)1( , .                    (1) , 1,2,...,i j n=
Определитель n-го порядка можно вычислить разложе-

нием по i-й строке (j-му столбцу). Например, для определителя 
3-го порядка получаются следующие равенства: 

 

332211

333231

232221

131211

iiiiii AaAaAa
aaa
aaa
aaa

⋅+⋅+⋅= , 1, 2, 3i = , 
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или  

jjjjjj AaAaAa
aaa
aaa
aaa

332211

333231

232221

131211
⋅+⋅+⋅= , 1, 2, 3i = . 

 
Пример 1.3 
1) Вычислить определитель по правилу треугольников: 

 

−⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=
6
1

4
1

3
1

2
1

6
1

2
11

5
11

16/12/1
6/15/14/1
3/12/11

 

=−−−++=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅−

8
1

36
1

30
1

72
1

24
1

5
11

4
1

2
1

6
1

6
11

2
1

5
1

3
1

 

72
5

360
25

360
45101251572

==
−−−++

= . 

 
2) Вычислить определитель разложением по третьему столбцу. 

Определим алгебраические дополнения элементов третьего столбца: 
 

120
7

5
1

2
1

6
1

4
1

6/12/1
5/14/1

)1( 13
31

13 −=⋅−⋅==⋅−= + MA , 

12
1

2
1

2
1

6
11

6/12/1
2/11

)1( 23
32

23 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅−⋅−=−=⋅−= + MA , 

40
3

4
1

2
1

5
11

5/14/1
2/11

)1( 33
33

33 =⋅−⋅==⋅−= + MA . 

 
Далее по формуле (1) имеем 

 

+⋅+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅=⋅+⋅+⋅=

12
1

6
1

120
7

3
11

6
1

3
1

16/12/1
6/15/14/1
3/12/11

332313 AAA  
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72
5

360
25

360
935117

40
3

72
1

360
7

40
31 ==

⋅+⋅+⋅−
=++−=⋅+ . 

 
Обратная матрица 

 
Определение. Если определитель матрицы равен нулю, то 

матрица называется вырожденной. В противном случае квад-
ратная матрица называется невырожденной. 

Определение. Матрица 1−A  называется обратной к матрице A 
порядка n, если она удовлетворяет следующему равенству: 
 

EAAAA =⋅=⋅ −− 11 . 
 

Теорема 1.1. Для существования обратной матрицы 1−A  
необходимо и достаточно, чтобы матрица A была невырожденной [4]. 

Если обратная матрица к матрице A порядка n существует, 
то она находится по формуле: 

 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ΔΔΔ

ΔΔΔ

ΔΔΔ

=−

nnnn

n

n

AAA

AAA

AAA

A

...
............

...

...

21

22212

12111

1 .                         (2) 

 
Пример 1.4. Найти матрицу, обратную к матрице:  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

123
122
311

A . 

 
Решение. Вычислим определитель матрицы А: 
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( ) 05221722181232
123
122
311

≠−=−=++−++==Δ . 

 
Так как Δ ≠ 0, матрица A является невырожденной и для нее 

существует обратная, найдем ее. Для этого вычислим алгебраические 
дополнения для каждого элемента матрицы A: 

 

0
12
12

11 ==A ; 5
12
31

21 =−=A ; 5
12
31

31 −==A ; 

1
13
12

12 =−=A ; 8
13
31

22 −==A ; 5
12
31

32 =−=A ;

2
23
22

13 −==A ; 1
23
11

23 =−=A ; 0
22
11

33 ==A . 

 
Подставим найденные значения в формулу (2): 

 

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
⋅−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
⋅

−
=

Τ

−

012
581
550

5
1

155
185
210

5
11A  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=

05/15/2
15/85/1

110
. 

 
Ранг матрицы 

 
Определение. Рангом матрицы A называется наивысший порядок 

ее миноров, отличных от нуля. Обозначается 0≥= rrangA . 
Элементарные преобразования матрицы 

1) Перестановка двух строк. 
2) Умножение любой строки на ненулевое число. 
3) Добавление к одной строке другой, умноженной на любое число. 
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Замечание. При определении ранга матрицы целесообразно при 
помощи элементарных преобразований привести ее к треугольному виду. 
Используя свойство 8 определителей, легко найти наибольший порядок 
отличных от нуля миноров. 

Теорема 1.2. Ранг матрицы не изменится, если к ней 
применить элементарные преобразования. 

Пример 1.5. Вычислить ранг матрицы . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

121
385
132

A

Решение. Приведем матрицу A к треугольному виду. Переставим 
1-ю и 3-ю строки местами. Домножим 1-ю строку на (–5) и (–2) и 
прибавим ко 2-й и 3-й строке соответственно. Полученную 2-ю строку 
разделим на (–2) и прибавим к полученной 3-й стороке. 

  ~        
132
385
121

~
121
385
132 )2()5(

+
+

−×−×

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
 

 

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

+
−

000
110
121

~  
110

110
121

~
110
220

121
~ )2( : . 

 
 

Таким образом, минор 3-го порядка 0
000
110
121
= , минор 2-го 

порядка 0111
10
21

≠=⋅= , поэтому 2=rangA . 
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ТЕМА 2. Системы линейных алгебраических 
уравнений 

 

Пусть задана система m линейных алгебраических уравнений с n 
неизвестными (СЛАУ): 

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅

,...
.................................................

,...
,...

2211

22222121

11212111

mnmnmm

nn

nn

bxaxaxa

bxaxaxa
bxaxaxa

 

 
где  – неизвестные,  – коэффициенты при неизвестных, 

 – свободные члены, 
jx ija

ib 1, 2,...,i m= , . 1, 2,...,j n=
Обозначим через A матрицу, составленную из коэф-

фициентов при неизвестных , а через jx A  – матрицу, полу-
ченную из A присоединением к ней столбца свободных членов: 

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

...
............

...

...

21

22221

11211

, 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mmnmm

n

n

b

b
b

aaa

aaa
aaa

A
...

...
............

...

...

2

1

21

22221

11211

, 

. Nnm ∈,
 

Матрица A называется матрицей коэффициентов системы 
уравнений, а матрица A  – расширенной матрицей коэффици-
ентов системы уравнений. 

Определение. Решением системы уравнений называется 
совокупность таких значений неизвестных: 11 α=x , 22 α=x , …, 

nnx α= , которые удовлетворяют всем уравнениям системы. Ре-
шить систему уравнений – значит указать все его решения или 
показать, что их нет. 
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Определение. Система уравнений называется совместной, 
если она имеет хотя бы одно решение. Если система не имеет 
решения, то она называется несовместной. 

Теорема 2.1 (Кронекера – Капелли) 
Система линейных алгебраических уравнений совместна 

тогда и только тогда, когда ранг матрицы коэффициентов A ра-
вен рангу расширенной матрицы коэффициентов A . При этом 
если ранг матрицы A равен рангу матрицы A  и равен числу не-
известных, то система уравнений имеет единственное решение; 
если ранги матриц A и A  равны и меньше числа неизвестных 
системы, то система уравнений имеет множество решений. 

 
Методы решения системы линейных 

алгебраических уравнений 
 

Рассмотрим систему из трех линейных алгебраических 
уравнений и трех неизвестных: 

 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅+⋅+⋅
=⋅+⋅+⋅
=⋅+⋅+⋅

,
,

,

3333232131

2323222121

1313212111

bxaxaxa
bxaxaxa

bxaxaxa
                          (3) 

 
тогда матрица коэффициентов при неизвестных и расширенная 
матрица коэффициентов имеют вид: 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

333231

232221

131211

b
b
b

aaa
aaa
aaa

A . 

 
 
 
 
 
 
 



 20

1. Метод Крамера 
Для системы (3) введем следующие обозначения: 

 

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

=Δ , 

33323

23222

13121

1
aab
aab
aab

=Δ , 

33331

23221

13111

2
aba
aba
aba

=Δ , 

33231

22221

11211

3
baa
baa
baa

=Δ , 

 
где , i = 1, 2, 3, – определители, полученные из исходного определителя 
Δ заменой i-го столбца столбцом свободных членов. 

iΔ

Тогда при решении системы методом Крамера [2] возможны 
следующие случаи: 

1) если Δ ≠ 0, то система (3) совместна и имеет 
единственное решение, которое находится по формулам: 

 

Δ
Δ

= 1
1x , 

Δ
Δ

= 2
2x , 

Δ
Δ

= 3
3x ; 

 
2) если Δ = 0, Δ1 = Δ2 = Δ3 = 0, то система (3) либо имеет 

множество решений, либо несовместна; 
3) если Δ = 0 и хотя бы один из Δ1, Δ2, Δ3 не равен нулю, 

то система (3) несовместна и решения не имеет. 
2. Матричный метод 
Пусть для системы (3) определитель Δ ≠ 0. Запишем ее в 

матричной форме. Имеем: A – матрица коэффициентов при 
неизвестных, X – столбец неизвестных, B – столбец свободных 
членов системы: 

 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

333231

232221

131211

aaa
aaa
aaa

A , , , 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

x
x
x

X
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

b
b
b

B

 

тогда  
BXA =⋅ . 
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Так как умножение матриц некоммутативно (неперестановочно), 
то, чтобы получить в левой части равенства X, умножим это уравнение на 

1−A  слева 
BAXAA ⋅=⋅⋅ −− 11 . 

Так как EAA =⋅−1 , то имеем  
BAXE ⋅=⋅ −1 , 

или 
BAX ⋅= −1 .                                       (4) 

 
 

3. Метод Гаусса 
Метод Гаусса основан на алгоритме последовательного 

исключения неизвестных.  
Выпишем расширенную матрицу коэффициентов системы (3): 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

333231

232221

131211

b
b
b

aaa
aaa
aaa

A . 

 
Задача состоит в том, чтобы привести ее к «треугольному» 

виду при помощи эквивалентных преобразований, причем 
получить единицы на главной диагонали и нули под ними. 

Алгоритм состоит в том, что на каждом шаге выполняются 
следующие действия (количество шагов определяется количеством 
уравнений). Выбирается одна из ненулевых, не рассмотренных ранее 
строк, ее номер считаем равным i. Все элементы этой строки делятся 
на элемент, стоящий на i-м месте (номер столбца этого элемента 
равен j). Если на i-м шаге какая-то из строк содержит уже на i-м 
месте единицу, то именно она переставляется и считается i-й 
строкой. Далее, добавляя к остальным, ранее не рассмотренным 
строкам i-ю строку, умноженную на подходящее число, добиваемся 
того, чтобы все элементы j-го столбца, расположенные ниже i-й 
строки, были равны нулю. 
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При решении системы уравнений (3) методом Гаусса 
возможны следующие случаи. 

1) Если матрица A  приведена к треугольному виду, то 
система (3) совместна и имеет единственное решение. 

2) Если матрица A  содержит хотя бы одну строку, все элементы 
которой равны нулю, то система (3) совместна и имеет множество решений. 

3) Если матрица A  содержит строку, все элементы которой 
кроме свободного члена равны нулю, то система (3) несовместна, то 
есть решения не имеет. 

Пример 2.1. Решить систему уравнений 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

2 3 0
2 5,

2 4

x x x
x x x

x x x

,

.

+ − =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ − + =⎩

 
 
 
 
Решение 
1) Решим систему методом Крамера. 

  

18
112
511
132
=

−

−
=Δ , 18

114
515
130

1 =
−

−
=Δ , 

0
142
251
102

2 =
−

=Δ , 36
412
511
032

3 =
−

=Δ . 

Так как Δ ≠ 0, то система совместна и имеет единственное 

решение: 1
18
181

1 ==
Δ
Δ

=x , 0
18
02

2 ==
Δ
Δ

=x , 2
18
363

3 ==
Δ
Δ

=x . 

2) Решим систему матричным методом.  
Так как Δ ≠ 0, то обратная матрица к матрице A существует. 

Вычислим алгебраические дополнения, имеем: 

3
11
21

11 =
−

=A ; 2
11
13

21 −=
−

−
−=A ; 7

21
13

31 =
−

=A ; 

3
12
21

12 =−=A ; 4
12
12

22 =
−

=A ; 5
21
12

32 −=
−

−=A ;
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3
12

11
13 −=

−
=A ; 8

12
32

23 =
−

−=A ; 1
11
32

33 −==A , 

 

тогда обратная матрица 1−A  имеет следующий вид: 
 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−
⋅=−

183
543

723

18
11A . 

 
Найдем решение системы. Для этого запишем уравнение (4) 

в координатной форме: 

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅−⋅+⋅−
⋅−⋅+⋅
⋅+⋅−⋅

⋅=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
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следовательно, х1 = 1, х2 = 0, х3 = 2. 
 

3) Решим систему методом Гаусса. Приведем расширенную 
матрицу коэффициентов A  к «треугольному виду». Для этого 
переставим 1-ю и 2-ю строки местами. Затем домножим 1-ю 
строку на (–2) и прибавим ко 2-й и 3-й строкам. Полученную 2-ю 
строку домножим на (3) и прибавим к полученной 3-й строке. В 
итоге последнюю строку разделим на 18. 
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Матрица приведена к треугольному виду, следовательно, сис-
тема совместна и имеет единственное решение. Найдем его, выписав 
систему уравнений, соответствующую последней матрице. 

 

1 2 3

2 3

3

2 5
 5 10
 2,

x x x
x x
x

,
,

+ + =⎧
⎪ − = −⎨
⎪ =⎩

 ⇒  
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=⋅+−=
=−⋅−=

.2
,02510
,10225

3

2

1

x
x
x

 
Ответ: х1 = 1, х2 = 0, х3 = 2. 

 
Пример 2.2. Решить систему уравнений 
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−
=+−

.31152
,2453

,532

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

 
Решение 
1) Решим систему методом Крамера, имеем:  
 

0
1152
453
321
=

−
−
−

=Δ , 0140
1153
452
325

1 ≠−=
−
−
−

=Δ . 

 
Так как Δ = 0, Δ1 ≠ 0, то система несовместна, решения не имеет. 
2) Решим систему матричным методом. Так как Δ = 0, то 

обратная матрица к матрице A не существует, матричный метод не 
применим. 

3) Решим систему методом Гаусса. Приведем расширен-
ную матрицу коэффициентов A  к треугольному виду. Для этого 
домножим 1-ю строку на (–3) и (–2) и прибавим ко 2-й и 3-й 
строкам соответственно. Полученную 2-ю строку прибавим к 
полученной 3-й строке: 
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Так как у полученной матрицы в последней строке коэф-

фициенты при неизвестных равны нулю, а свободный член не ра-
вен нулю, то решения нет, то есть система несовместна. 

Ответ: система несовместна. 
 
Однородная система линейных алгебраических 

уравнений  
 

Определение. Система линейных алгебраических уравне-
ний называется однородной (ОСЛАУ), если все свободные чле-
ны системы равны нулю: 
 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=⋅++⋅+⋅

=⋅++⋅+⋅
=⋅++⋅+⋅

.0...
.................................................

,0...
,0...

2211

2222121

1212111

nmnmm

nn

nn

xaxaxa

xaxaxa
xaxaxa

               (5) 

 

Очевидно, что однородная система линейных алгебраи-
ческих уравнений совместна, так как одно ее решение всегда 
известно: все неизвестные равны нулю. 

Теорема 2.2. Однородная система (5) имеет единственное 
нулевое решение тогда и только тогда, когда определить матрицы 
коэффициентов при неизвестных не равен нулю. В противном 
случае у системы (5) окажется множество решений. 

Пример 2.3. Решить однородную систему уравнений 
 

⎪
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⎪
⎨

⎧
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=−+

.0114
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,03

321

321

321

xxx
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Решение. Вычислим определитель матрицы А: 
 

06112022125
1114

152
131

=+−+−+−=
−

−
. 

 
Так как 0det =A , то хотя бы одна из строк является линейной 

комбинацией других, следовательно, система имеет множество реше-
ний, которые найдем, например, методом Крамера.  

Решим систему из двух уравнений (оставшееся уравнение 
является комбинацией этих двух): 

 

⎩
⎨
⎧
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=−+
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,03

321
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xxx

xxx
 

 
Пусть tx =3 , тогда 
 

⎩
⎨
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txx

txx
 

 
Вычислим определители  

1
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−==Δ , ttt
t

t
835

5
3

1 =+=
−

=Δ , 

ttt
t

t
32

2
1

2 −=−−=
−

=Δ . 

 

Тогда ttx 8
1

81
1 −=

−
=

Δ
Δ

= , ttx 3
1
32

2 =
−
−

=
Δ
Δ

= , tx =3 . 

 
Ответ: tx 81 −= , tx 32 = , 3 ,x t=  . Rt∈
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Системы линейных неравенств 
 

Определение. Два алгебраических выражения, соединен-
ные одним из знаков <, >, ≤, ≥, образуют неравенства. Нера-
венства называются линейными, если переменные x, y входят в 
него в первых степенях, не перемножаясь между собой, то есть 
имеют вид: 
 

0>++ cbyax , 0<++ cbyax ; 
0≥++ cbyax , 0≤++ cbyax .  

 
Решением линейного неравенства называется всякая пара 

значений переменных х, у, при которых оно выполнимо. Решить 
неравенство – значит найти множество всех его решений.  

Известно, что пара действительных чисел (x, y) однознач-
но определяет точку координатной плоскости, поэтому мно-
жество решений линейного неравенства можно изобразить 
графически на координатной плоскости. В зависимости от знака 
неравенства графическим изображением решения линейного 
неравенства является одна из полуплоскостей, на которые раз-
деляется плоскость соответствующей прямой. 

Пусть задана система линейных неравенств: 
 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥+

≥+
≥+

,
.....................

,
,

222

111

nnn cybxa

cybxa
cybxa

  
тогда решением этой системы называется упорядоченная пара чисел, 
удовлетворяющая каждому из неравенств этой системы, поэтому 
множество решений системы есть пересечение множеств решений 
входящих в нее неравенств. Если это пересечение пусто, то решения 
системы неравенств не существует. 

Пример 2.4. Изобразить на координатной плоскости мно-
жество решений неравенства 01>−+ yx . 
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Решение. Преобразуем данное неравенство к виду xy −>1 . 
Построим на координатной плоскости прямую xy −=1  (рис. 2.1). 

Так как ордината любой точки, лежащей выше прямой 
, больше, чем ордината точки, имеющей такую же 

абсциссу, но лежащей на прямой, то множество точек плоскос-
ти, расположенных выше этой прямой, и будет геометрическим 
изображением решений заданного неравенства. 

xy −=1

 
Рис. 2.1 

 
Пример 2.5. Изобразить множество решений системы 

неравенств на координатной плоскости и определить координа-
ты «угловых» точек этого множества: 
 

⎪
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⎪⎪
⎪

⎨

⎧
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Решение. Построим на координатной плоскости прямые 
 (1), 12 1 xx −= 412 −= xx  (2), 5/)420( 12 xx −=  (3), 01 =x  (4), 

 (5) (рис. 2.2). 02 =x
Все неравенства, входящие в систему, нестрогие, поэтому 

сами прямые будут входить в множество решений системы. 
Если неравенство имеет вид )( 12 xfx ≤ , то геометрическим 
изображением его решения является нижняя полуплоскость, 
если , то – верхняя полуплоскость. )( 12 xfx ≥

 
Рис. 2.2 

Угловые точки полученного множества лежат на пересечении 
двух прямых, поэтому, чтобы найти их координаты, необходимо 
решить системы уравнений, их задающих. 
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C: 
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ТЕМА 3. Линейные пространства 
Определение. Непустое множество L называется линейным 

(векторным) пространством над полем действительных чисел R, если 
оно замкнуто относительно операций сложения и умножения на чис-
ло, то есть для любых элементов Lcba ∈,,  и R∈βα ,  выполняется: 

I. Lba ∈+ , причем 
1) сложение коммутативно, abba +=+ ; 
2) сложение ассоциативно, )()( cbacba ++=++ ; 
3) существует нулевой элемент L∈0  такой, что  

aaa =+=+ 00 ; 
4) для любого La∈  существует такой противоположный 

элемент La∈− , что 0)( =−+=+− aaaa . 
II. La∈⋅α , причем 
1) умножение на число ассоциативно, 

)()( aa ⋅⋅=⋅⋅ βαβα ; 
2) aa =⋅1 . 

III. Связь между I и II, причем  
1) умножение на число дистрибутивно относительно 

сложения векторов, baba ⋅+⋅=+⋅ ααα )( ; 
2) умножение на векторы дистрибутивно относитель-

но чисел, aaa ⋅+⋅=⋅+ βαβα )( . 
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Элементы линейного пространства называются точками 
или вектор и над элементамиами. Операци : сложение (I) и умно-
жени

року будем назы-

е на число (II) – называются линейными. 
Пример 3.1 
1) Рассмотрим множество матриц. Будем считать строки 

матри и, соответственно матрицу-стцы векторам
овать вект р-строкой, а матрицу-столбец – вектор-столбцом. Пусть L 

– множество матриц одной размерности, А, В ∈ L, λ ∈ R, тогда 
I. LA∈⋅λ . 
II. LBA ∈+ . 
я введенн х линейных операций выполняются все допоДл ы лни-

тельн и при условии, что нулевым элементом является 
нулев

Определение

ые требован я 
ая матрица. Таким образом, множество квадратных матриц 

образует линейное пространство над полем действительных чисел. 
2) Векторы на плоскости как направленные отрезки с операци-

ями сложения и умножения на действительное число образуют дву-
мерное линейное пространство над множеством действительных чисел. 
 

Базис линейного пространства 
 

nn a. Выражение вида aa ++⋅+⋅ αα ...2211 ⋅α , где 
, 1, 2,...,i n=и Ri ∈αLai ∈  , называется линейной комбина-

цией векторов 1a , 2a , …, na  над . 
ть (система) векторов 

полем действительных чисел
Определение. Совокупнос Laaa n ∈,...,, 21  

называется ли йн завис ой, если существуют такие чисне о им ла 
Rn ∈ααα ,...,2 , одновременно не равные нулю  

выполняется соотношение 
,1 , для которых

 
0...2211 +⋅ a αα =⋅++⋅ nn aa α . 

 
Если это равенство выполняется только в м случае, ког-

да все коэффициенты .21
 то

 0..α =α = = =nα , то система векторов 
называется линейно независимой. 
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Определение. Линейное пространство называется n-мерным 
(размерности n), если в линейно независимых 
элементов, а любые его (n+1) элеме

 нем существует n 
нтов – линейно зависимы. 

Определение. Базисом системы векторов Laaa n ∈,...,...,, 21  – 
n-мерного линейного пространства называется такая ее часть 

21ia , ia , …, 
n

1) 
ia , которая удовлетворяет следующим условиям: 

1ia , 
2ia , …, 

nia – линейно независимая система векторов; 

любо ектор системы Laaa n ∈,...,...,, 21  является линейной 2) й в

.
ni

a  комбинацией линейно независимых векторов 
1ia , 

2ia , …, 

Теорема 3.1. Каждый вектор   системы Laaa n ∈,...,...,, 21  
единственным образом раскладывается по векторам ее 
 

базиса. 

ные векторы 

О . 
Преобра о 
которому каждому вектору

Собственные значения и собствен
матрицы 

 
пределение. Пусть задано линейное пространство L
зованием A этого пространства называется закон, п

 La∈  соответствует вектор Lb∈ , то 
есть aAb ⋅= . 

Преобразование A называется линейным, если для любых 
элементов ,a b L∈  и любого ла λ справедливы равен :  чис ства

bAaAba1) A ⋅+⋅=+⋅ )( ; 
2) aAA ⋅⋅= )(λ . 

и мерное пространство (L3), в котором выбран
a⋅⋅ )(λ

L – 3-  
й базис, то связь динатами вектора

Есл
некоторы  между коор  x  (прообраза) 

атами вектора y  (и координ  образа) определяется системой: 

a x a x a x y⎪ ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎩

 

11 1 12 2 13 3 1,
,

a x a x a x y
a x a x a x y

⋅ + ⋅ + ⋅ =⎧
⎪ ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎨  21 1 22 2 23 3 2

31 1 32 2 33 3 3
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или в матричной форме:  
 

,Y A X= ⋅  
 

где

⎝

=

333231

232221
aaa
aaaA

⎛
=

3

2

1

x
x
x

X . 

 
Матрица A называется матрицей линейного преобразования.  
Определение. Всяки ненулево вектор

 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎛ 131211 aaa

, 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

, 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3

2

1

y
y
y

Y

й й  u  называется соб-
ственным вектором линейного преобразования A, если найдется 
исло λ такое, что выполняется равенство ч

uuA ⋅=⋅ λ .                                       (6) 

ственному вектору

 
Число λ называется собственным значением линейного 

преобразования A, соответствующим соб  u , 
R∈λ . 
Если в пространстве L3 задан некоторый базис, то равенство (6)

может
 

 быть записано в матричной форме: 
 

.A X Xλ⋅ = ⋅                                     ( ) 7

 вектором матрицы A, 
соответствующим собственному значени

Так как 

 
Всякий ненулевой столбец, для которого выполняется 

равенство (7), называется собственным
ю λ. 

XEXA ⋅⋅=⋅ λ , где E – 
уравн

единичная матрица, то 
ение (7) можно записать в виде:  
 

0)( =⋅⋅− XEA λ . 
Перейдя  форме записи, будем иметь: 
 

к координатной
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⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ =⋅+⋅+⋅− ,0)( 313212111 ξξξλ aaa

=⋅−+⋅+⋅
=⋅+⋅−+⋅

,0)(
,0)(

333232131

323222121
ξλξξ
ξξλξ

aaa
aaa  

 
где  – координаты собственного вектора X, 1, 2, 3i = iξ . 

Для отыскания собственных векторов необходимо найти 
л уют тогда и толь-

ко то
нену евые решения системы, которые существ

гда, когда определитель системы равен нулю, то есть 
 

0)det( =⋅− EA λ                                      (8) 

или  
 

11 12 13

21 22 23

31 32 33

0.
a a a

a a a
a a a

λ
λ

λ

−
− =

−
 

 
Уравнение (8) называется характеристическим уравнением 

матрицы А, его корни 1λ , 2λ , 3λ – характеристическими числами 
или со

йдем собст ные значения матрицы A, для 
этого составим характеристическое уравнение 

бственными значениями матрицы А. 
Пример 3.2. Найти собственные значения и собственные 

векто
⎞⎛ 63

ры матрицы ⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ −

=
58

A . 

Решение. На вен

3 6
det( ) 0.

8 5
A E

λ
λ

λ
−

− ⋅ = =
− −

 После вычислен

ное уравнение 2 2 63 0.λ λ

ия определителя 

и приведения подобных получаем квадрат + − =  

Если задано квадратное уравнение 2 +⋅ xa
Найдем его корни.  

0cxb  и его 
дискриминант то корни уравнения опреде-
ляются по фо

=+⋅

 042 ≥⋅⋅−= cabD , 
рмуле aDbx 2/)(2,1 ±−= . В нашем случае 
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0)16(256)63(4 22 >==−⋅− ,2=D 7
21

−
=λ 162

=
+ , 

9
2

162
2 −=

−−
=λ . 

Определим собственные векторы, соответствующие 
найденным собственным значениям. При 7=λ  пол м систему, 
решение которой еделяет собственный вектор

учи
опр  1 :u  

 

⎩
⎨
⎧

=−
=+−

,0128
,064

21

21
xx
xx

 ⇒ 
⎩
⎨
⎧

=
=−

,
,032

12

21
cx

xx
 ⇒ 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

⋅

,

,
2
12

1

cx

cx
 

=
3

1

 
тогда 1 1 (3/ 2,   1).u c= ⋅  

9−=λ  При по решлучим систему, ение которой определяет 
обственный вектор 2u . с

 

⎩ =+
+

,048
6

21 xx
x

 ⎨
⎧ =+ ,02

2

21
x

xx
 ⇒ ⎨

⎧ = ,012 21x
 ⇒

= ,2c⎩ ⎪⎩

⎪
⎨

⋅−= ,
2 21 cx  

⎧

= ,

1

22 cx
 
тогда )1  ,2/1(22 −⋅= cu .  
 
Ответ: 71 =λ , )1  ,2/3(11 ⋅= cu , 92 −=λ , )1  ,2/1(22 −⋅= cu . 
 
 
 
 

ТЕМА 4. Элементы векторной алгебры 
 

Векторы 
Величина, которая полностью определяется своим число-

вым значением, называется скалярной, или скаляром (термин ввел 
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У. Гамил ся 
площад длина, объем, температура, работа, масса. 

чины, например, сила, скорость, ускорение, опре-
деляю

ачало вектора, а 

ьтон в 1843 г.). Примерами скалярных величин являют
ь, 

Другие вели
тся не только своим числовым значением, но и направлени-

ем. Такие величины называют векторными. Векторная величина 
геометрически изображается с помощью вектора. 

Вектор – это направленный отрезок. Если А – н
AB  или В – его конец, то вектор обозначается символом a . Вектор 

BA  называется противоположным вектору AB . Вектор, противо-

положный вектору a− ). ,a  обозначается (
Длиной вектора AB  называется длина отрезка AB  и 

обозначается || AB . Вектор, длина которого ра  нулю называ-
я нулевым вектором и обозначается 

вна , 
етс 0  (

ан я левой вектор на -
ния н ина вае

н

или 0, когда нет 
сомнений в поним ии обозначени ). Ну правле

е имеет. Вектор, дл  которого равна единице, назы тся 
единичным и обоз ачается через e . Единичный вектор, направле-
ние которого совпадает с направлением в тора ек a , называется 
ортом вектора a . Векторы a  и b  называются коллинеарными, 
если они лежат на одной прямой или на параллельных прямых. 

Два вектора a  и b  называются равными, если они колли-
неарны, одинаково направлены и имеют одинаковые длины. 

Из определения равенства векторов следует, что вектор 
можно переносить параллельно самому себе, а начало вектора 
помещать в любую точку O пространства, то есть векторы оп-
редел ь

 они 
лежат

как обычно, 
понимают операции сложения и умножения вектора на число. 

ены с точност ю до параллельного переноса. 
Три вектора в пространстве называются компланарными, если
 в одной плоскости или в параллельных плоскостях. 
 
 
Линейные операции над векторами 

 
Под линейными операциями над векторами, 
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Геометрическая интерпретация. Пусть a  и b  – два произ-
вольных . Возьмем произвольную точку O и построим из нее  вектора
вектор aOA = . От точки A отложим вектор bAB = . Вектор OB , 
соединяющий начало первого вектора с концом второго, называется 
суммой векторов a  и b : baOB +=  (рис. 4.1). 

 
Рис. 4.1 

 
Это правило сложения векторов называется 

гольника. Аналогично происходит сложение неско
правилом 

треу льких 
векторов (рис 4.2). 

 
Рис. 4.2 

 

Под разностью векторов a  и b  понимается вектор )( bac −+= . 
На практике векторы a  и b  откладывают из одной точки, концы сое-
диняют, и вектор имеет напр к концу вектораавление  a « ». 

Отметим, что в параллелограмме (рис. 4.3), построенном на 
векторах a  и b , одна направленная диагональ является суммой 
векторов a  и b , а другая – разностью. 
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Произвед

Рис. 4.3 

на скаляр (число) λ, R∈λ , a  ением вектора 
называется вектор a⋅λ , который имеет длину вектора a , 

иемумноженную на λ, а направление совпадает с направлен  
вектора a , если 0>λ , и противоположно направлению вектора 
a , если 0<λ . 

Линейные операции на ами обладают следующими 
свойствами: 

д вектор

 
1) abba +=+ ; 3) aa ⋅⋅=⋅⋅ 2121 )( λλλλ ; 
2) )()( cbacba ++=++ ; 4) aaa ⋅+⋅=⋅+ 2121 )( λλλλ ; 

5) bab ⋅+⋅= λλλ )  Ra +⋅ ( , ∈λλλ ,, , 21
 

ва позволяют проводить преобразования над 
 так, как это делается  обычной алгебре: слагаемые 

ять местам , вводить скобки, группировать, выносить за 
бки как скалярные, та и векторные общие множители. 

 
Проекция вектора на ось 

 
 

векто

которые вполне аналогичны свойствам элементов линейного пространства. 
ти свойстЭ

векторами
мен и

 в

ско к 

Прямая с заданной на ней точкой и единичным базисным
ром e называется осью. 
Ортогональной проекцией точки A на ось называется точ-

ка пересечения оси с перпендикулярной к ней плоскостью, про-
ходящей через точку А. 

Пусть в пространстве задана нап
 М на ось l называется основан

равленная прямая l. Проекцией 
точки ие перпендикуляра 1M   1MM , 
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опущ
 с М (рис. 4.4).  

енного из точки М на ось. Если точка М лежит на оси l, то 
проекция точки М на ось совпадает

 
Рис. 4.4 

Пусть  – произвольный вектор. Проекцией вектора AB   aAB =
на ось l называется координата вектора 111 aBA =  относительно еди-
ничного вектора e  оси, где А1 и В1 – проекции точек A и B на ось l, то есть 
если eBA ⋅= λ11 , то число λ называется проекцией вектора AB  на ось l 

в направлении e . Обозначени екции: .enp ABλ =  е для про
Из правил сложения векторов и умножения векторов на чис-

ло, за  своимданных и координатами, следует, что: 
bnpanpkbaknp ee +⋅=⋅+⋅= μλ )( где Rke⋅μ , ∈μ, . 

Легко пок зать, что а | | cosenp AB ABλ ϕ= = ⋅ , где ϕ – угол 

межд и у векторам e  и AB , отсчитываемый по правилам три-
гонометрии: от вектора AB . e  против часовой стрел а ки до вектор

Следует помнить: проекция вектора на ось положительна 
(отрицательна), если вектор образует с осью острый (тупой) 
угол, и равна нулю, если этот угол прямой. 

Разложение вектора по ортам координатных  

в

в

 осей
 

Рассмотрим  пространстве прямоугольную систему 
координат Oxyz (рис. 4.5). Выделим на координатных осях Ox, 
Оу и Oz единичные екторы (орты), обозначаемые i , j , k  
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соответственно. Выберем произвольный вектор a  пространства 
и совместим его начало с началом координат: OMa = .  

 
Рис. 4.5 

 
Найдем проекции вектора a  на координатные оси. Проведем 

через конец вектора OM  
этих 
Получим
 являе

плоскости, параллельные координатным. 
Точки пересечения плоскостей с осями обозначим соответствен-
но через М1, М2, М3.  прямоугольный параллелепипед, одной из 
диагоналей которого тся вектор OM . Тогда 1| |xnp a OM= , 

2| |ynp a OM= , 3| |.  По опznp a OM= ределению суммы нескольких 

векторов находим 1 1 .a OM M NM= + +  Так как N 21 OMNM = , 

3 ,NM OM=  то 1 2 3.a OM OM= + +  

Обозначим проекции вектора 

OM

a  на оси соответственно 
a1, a2, a3, тогда 

kjaiaa ⋅⋅+⋅= 21 .         ) a+ 3                       (9
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Эта формула екторном исчислени  
называет  разложением  координатных . 

 а3 

 является основной в в и и
ся  вектора по ортам  осей

Числа а1, а2, называются координатами вектора a , то есть 
коорд  н

за
ном виде

инаты вектора есть его проекции а координатные оси. 
Векторное равенство (9) часто писывают в координат-

 1 2 3( , , ).a a a a=  
 
Модуль вектора. Направляющие косинусы 

 
Пусть углы вектора a  с осями Ox, Оу, Оz соответственно 

равны α, β, γ. По свойству проекции вектора на ось имеем:  
 

1 | | cosa a α= ⋅ , 2 | | cosa a β= ⋅ , 3 | | cosa a γ= ⋅  
 

т то же самое: или, ч
 

о 

||
cos 1a

=α , 
a ||

cos 2a
=β , 

||
cos 3a

=γ .                   (10) 
a a

 
Числа αcos , βcos , γcos  называются направляющими ко-

1coscoscos 222 =++ γβαсинусами вектора a  ( ). 
Действия над векторами, заданными проекциями, выполняются 

аналогично действиям над трицей-стр  (матриц
Координаты вектора. Найдем координаты вектора 

 ма окой ей-столбцом). 
ABa = , 

если известны координаты точек и 
Имее

),,( 111 zyxA  ),,( 222 zyxB . 
м: 

 
),,( 121212 zzyyxxOAOBAB −−−=−= . 

 
Следовательно, координаты вектора равны разностям 

соответствующих координат его конца и начала. 
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Длина вектора. Далее будет доказано, что если известны ко-
ординаты точек и то длина вектора  ),,( 111 zyxA   ),,( 222 zyxB , 

ABa =  находится по формуле:  
222

121212 )()()(|| zzyyxxa −+−+−= . 
 

Пример 4.1. Начало вектора  в точке ),1 ,3(M

в точке )0 ,5 ,6(K . Найти
 находится , 

конец –  координаты вектора
12 

 MK , его 
длину и направление. 

Решение. Для того чтобы найти координаты вектора MK , 
о от координат конца вычесть координаты начала

 
нужн  вектора: 

kjiMK −−= 0 ,15 ,36( ⋅−⋅+⋅=−=− 1243)12 ,4 ,3()12 . 
 

Найдем длину вектора: 
2 2 2| 3 4 ( 12) 169 13MK = + + − = = . Теперь по формулам (10)  

имеем

|

: 
13
3

cos =α , 
13
4

cos =β , 
13
12

cos −=γ . 

 
Базис системы векторов 

Определение. Система векторов 
 

1a , 2a , 3a  называется 
линей т такие константы 1,α  2α , 3α , но зависимой, если существую
не все  место равенство 
 

 равные нулю, поэтому имеет

0332211 =⋅+⋅+⋅ aaa ααα
 

Если из этого равенства с необходимостью следуе

. 

т, что 
0321 === ααα , то система называется линейно независимой. 

Определение. Базисом в трехмерном пространстве назы-
вается любая упорядоченная си ема из трех линейно независи-
мых в

ст
екторов пространства. 
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),,( 321 aaaa = , Теорема 4.1. Векторы ),,( 321 bbbb = , 
),,( 321 cccc =  ∈ L3 образуют базис тогда и только тогда, когда Δ ≠ 0, 

где 

321

32

321

b
aaa

. 

во

1

ccc
bb=Δ

 
Доказательст  

) Необходимость. Пусть векторы 3 , , Lcba ∈  1 образуют 
базис ению эти векторы линейно независимые, 
а след тво 

, тогда по определ
овательно, равенс
 

0,a b cα β γ⋅ + ⋅ + ⋅ =  
 

которое эквивалентно однородной системе 
 

=⋅+⋅+⋅
=
=⋅+⋅+⋅

,0
,0

,0

333

222
cba

cba

γβα

γβα
 

 
выполняется только в случае

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
⋅+⋅+⋅
111
cba γβα

 0=== γβα . Однородная система 
линейных алгебраических уравнений имеет единственное нуле-
вое решение только в том случае, когда  

 

0

333

222

111
≠cba

cba

cba
. 

 
 
 

По 1-му свойству определителей (С. 13) получаем: 
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0

333

222

111321 cbaaaa

321

321 ≠==Δ
cba
cba

ccc
bbb . 

 
Необходимость доказана. 

ь для векторов 2) Достаточность. Пуст 1 2 3( , , ),a a a a=  

),, 31 bb , ( 2bb = ),,( 21 cccc =  пространства L3 вып3 олняется 
 

321

321

321

ccc
bbb
aaa

=Δ . 

 

Проверим линейную незави мость векторов 3,, Lcba ∈ , си
составим равенство 0=⋅+⋅+⋅ cba γβα , рассмотрим -
ную систему уравнен

 

 однород
ий 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

0,
0,
0.

a b c
a b c
a b c

α β γ
α β γ
α β γ

⋅ + ⋅ + ⋅ =⎧
⎪ ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎨
⎪ ⋅ + ⋅ + ⋅ =⎩

 

 
Так как определитель, составлен ый из коэффициентов при н
неизвестных системы, не равен нулю, т. е. 

 

0

321

321

321

333

222

111
≠==Δ

ccc
bbb
aaa

cba
cba
cba

, 

 
то эта система имеет единстве ное нулевое решение, по н
определению векторы 3,, Lcba ∈  образуют систему линейно 
независимых векторов, а но, и базис в пространстве L3. 
Теорема доказана. 

 следователь
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Если векторы 1a , 2a , 3a  образуют базис, а вектор a  
представляется в виде 332211 aaaa ⋅+⋅+⋅= ααα , тогда числа 

1α , 2α , 3α  называются координатами вектора a  в базисе 1a , 

2a , 3a , то есть 1 2 3( , , )a α α α= . 

Пример 4.2. Даны три вектора )4 ,2 ,3(=p , )5 ,3 ,4(=q , 
)2 ,5 ,7( −=r . Показать, что они образуют базис и найти 

разложение вектора )2 ,3 ,4(=a  в этом базисе. 
Решение. Покажем, что векторы p , q , r  образуют базис. 

Вычислим определитель, составленный из координат этих векторов: 
 

011167584807018
257

534
423

≠−=+−−++−=
−

=Δ . 

 
Так как Δ ≠ 0, то по теореме 4.1 векторы p , q , r образуют 

базис. Отсюда получаем разложение вектора a  по базисным векторам 
p , q , r : 

 

rqpa ⋅+⋅+⋅= 321 ααα  ⇔ . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
⋅+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

2
5
7

5
3
4

4
2
3

2
3
4

321 ααα

 
Чтобы найти координаты 1α , 2α , 3α  вектора a  в новом базисе, 

необходимо найти решение следующей системы уравнений: 
 

1 2 3

1 2 3

1 2 3

3 4 7 4
2 3 5 3
4 5 2 2

х х х
х х х
х х х

,
,
.

+ + =⎧
⎪ + + =⎨
⎪ + + =⎩

 

 



 46

Решим эту систему методом Крамера, имеем: 

11
257

534
423

254
532
743

−=
−

=
−

=Δ , 3
253

533
744

1 =
−

=Δ , 

8
224

532
743

2 −=
−

=Δ , 3
254
332
443

3 −==Δ . 

 
Так как Δ ≠ 0, то система совместна и имеет единственное 

решение: 
11
3

1 −=α , 
11
8

2 =α , 
11
3

3 =α . То есть  

 

rqpa ⋅+⋅+⋅−=
11
3

11
8

11
3

. 

 
Определение. Совокупность всех трехмерных векторов с 

действительными координатами, рассматриваемая с определенными 
в ней операциями сложения векторов и умножения вектора на число, 
образует трехмерное векторное пространство. 
 

Скалярное произведение векторов 
 

До сих пор мы изучали понятие линейности и не касались 
количественных характеристик: угла и длины, что особенно важно для 
приложений. Для лучшего усвоения дальнейшего материала рассмотрим 
двумерное линейное пространство над полем действительных чисел с 
введенной в нем декартовой прямоугольной системой координат. 

Пусть ),( 21 aaa = , 2
21 ),( Lbbb ∈= . Тогда длина отрезка, 

соединяющего концы векторов a , b , находится по очевидной 

формуле 2
1 1 2 2( ) ( )b a b a− + − 2.  Для расстояния до a  от начала 

)0 ,0(0 =  введем обозначения 2
1 2| | .a a a= + 2  Перейдем к уг-

лам между векторами. Если ϕ – угол между отрезком, соеди-
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няющим O с a  и положительной осью Ox, а Θ  – угол между 
отрезком, соединяющим O с b  и той же осью, то углом между 
векторами a  и b  будет )( Θ−∠ ϕ , тогда  

 

||||
sinsincoscos)cos( 2211

ba
baba

⋅
⋅+⋅

=Θ⋅+Θ⋅=Θ− ϕϕϕ . 

 

Введем обозначение 
 

2211),( bababa ⋅+⋅= . 
 

С помощью полученного выражения можно очень простыми 
формулами выразить углы между векторами их  длины. 

Определение. Скалярным произведением ),( ba  нену-

левых векторов a  и b  называется число, равное произве-
дению их модулей на косинус угла между ними, то есть  
 

( , ) | | | | cos .a b a b ϕ= ⋅ ⋅  
 

Если хотя бы один из векторов a  и b  нулевой, то 
скалярное произведение равно нулю.  

Для обозначения скалярного произведения часто используется 
запись ba ⋅ . 

Из определения следует, что скалярное произведение 
ненулевых векторов равно нулю тогда и только тогда, когда 
векторы ортогональны (угол между ними 90°, а cos90 0).=o  

Cвойства скалярного произведения 
1) ),(),( baba = ; 

2) ),(),(),( cabacba +=+ ; 

3) ),(),( baba ⋅=⋅ λλ ; 

4) 2( , ) | | 0a a a= >  при 0≠a ; 
5) скалярное произведение двух векторов, заданных де-

картовыми прямоугольными координатами, равно сумме про-
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изведений одноименных декартовых координат, то есть если 
),,( 321 aaaa =  и ),,( 321 bbbb = , то 

 

332211),( babababa ⋅+⋅+⋅= . 
 

Действительно, так как i , j , k  –  единичные и ортогональные меж-
ду собой векторы, тогда 1),(),(),( === kkjjii , 0),(),(),( === kjkiji  
и по свойствам 1–4 скалярного произведения получаем: 

 
+⋅⋅=⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅= ),(),(),( 11321321 ibiakbjbibkajaiaba  
+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+ ),(),(),(),( 22123121 jbjaibjakbiajbia  
=⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+ ),(),(),(),( 33231332 kbkajbkaibkakbja  
+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅= ),(),(),(),( 12312111 ijbakibajibaiiba  

2 2 2 3 3 1 3 2( , ) ( , ) ( , ) ( ,a b j j a b j k a b k i a b k j+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ +)  

3 3 1 1 2 2 3 3( , ) .a b k k a b a b a b+ ⋅ ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅  
 

Замечание. Свойство 5 в прямоугольной системе координат можно 
принять за определение скалярного произведения. 

С помощью скалярного произведения находят 

1) длину вектора kajaiaa ⋅+⋅+⋅= 321 : | | ( , )a a a= =  
2 2 2

1 2 3 ;a a a= + +  

2) расстояние d между точками ),,  и ( 111 zyxA 2 2 2( , , ) :B x y z  
2 2

2 1 2 1 2 1| | ( ) ( ) ( )d AB x x y y z z= = − + − + − 2;  

3) проекцию одного вектора b  на направление другого вектора a : 
 

( , ) ;
| |a
a bnp b
a

=  
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4) косинус угла между векторами: 
||||

),(cos
ba

ba
⋅

=ϕ , где ϕ 

– угол между векторами a  и ;b  
5) координаты орта вектора a  совпадают с его направляющими 

косинусами: 

2
3

2
2

2
1

1cos
aaa

a

++
=α , 2

3
2

2
2

1

2cos
aaa

a

++
=β , 

2
3

2
2

2
1

3cos
aaa

a

++
=γ . 

 
Пример 4.3. Найти такое число λ, для которого векторы 

)1 ,2 ,3( λ−−−=a  и )6 ,2 ,4( λ+−=b  ортогональны. 
Решение. Скалярное произведение ортогональных векторов равно 

нулю, поэтому =⋅−++−⋅−+⋅−= 6)1()2()2(43),( λλba  
028662412 =−−=−+−+−= λλλ , получили линейное алгебра-

ическое уравнение относительно λ, отсюда 28 =− λ  или 4/1−=λ , то 
есть при 4/1−=λ  векторы a  и b  будут ортогональны. В самом деле, 
имеем 06)4/5()4/9()2(43),( =⋅+−⋅−+⋅−=ba . 

Пример 4.4. Найти углы и длины сторон треугольника с 
вершинами   . (0,  3),A (4,  7),B )4 ,7(C

Решение. Определим координаты векторов: 
(4 0,  7 3) (4,  4)AB = − − = , (7 0,  4 3) (7,  1)AC = − − = , 

(7 4,  4 7) (3,  3)BC = − − = − , так как угол A образован векторами 

AB  и AC , то 
 

5
4

40
32

5032
32

1744

1474
||||

),(cos
2222

==
⋅

=
+⋅+

⋅+⋅
=

⋅
=

ACAB
ACABA . 
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По таблицам находим 
 

o37)8,0arccos( ≈=∠A . 
 

Аналогично 0
1832

1212

||||

),(
cos =

⋅

+−
=

⋅
=

BCBA

BCBA
B , значит, B∠  – 

прямой. Поскольку сумма углов треугольника равна 180°, то 
. Длины сторон – это длины соответст-

вующих векторов, поэтому: 
ooo 533790 =−≈∠C

 
| | 32 5,66AB AB= = ≈ ; | | 50 7,07AC AC= = ≈ ; | | 18 4,2BC BC= = ≈ 4. 

 

Пример 4.5. Найти скалярное произведение векторов ba ⋅+⋅ 32  и 

ba ⋅− 4 , если | | 2a = , | | 0,5b = , а угол между векторами a  и b  равен 60°. 
Решение. Выполним последовательные действия: 

 
=⋅−−⋅+⋅=⋅−⋅+⋅ ),(12),(8),(3),(2)4,32( bbbaabaababa  

2 2 22 | | 5 ( , ) 12 | | 2 2 5 | | | | cos 60a a b b a b= ⋅ − ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ ⋅ ⋅ −o  

5,235,2825,0125,05,0258)5,0(12 2 =−−=⋅−⋅⋅⋅−=⋅− . 
 

Векторное и смешанное произведение векторов 
 
Определение. Векторным произведением двух неколлинеарных 

векторов a  и b  называется третий вектор c , обозначаемый ],[ ba  
или ba ×  и удовлетворяющий следующим условиям: 

1) вектор c  ортогонален каждому из векторов a  и b , то 
есть перпендикулярен плоскости, в которой лежат эти векторы; 

2) если векторы a , b , c  отложены от одной точки O, то 

с конца вектора c  поворот от вектора a  к вектору b  на 
меньший угол осуществляется против часовой стрелки (в этом 
случае тройка a , b , c  называется правой); 
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| | | | | | sinc a b ϕ= ⋅ ⋅ , где ϕ  – угол между векторами 3) a  и b .  

Если векторы b  | [ , ] | 0a b = . a  и  коллинеарны, то полагают
 

Свойства векторного произведения 
1) ],[],[ abba −= ; 

2) ],[ ba⋅λ ],[ ba⋅= λ ; 

],[],[],[ cbcacba +=+3) ; 
величина векторного произведения |],[| ba  4) модуля двух 
еарных векторо ади параллелограмма, постро-неколлин в равна площ

енного на векторах a  и b ; 
5) координаты векторного произведения векторов 1 2 3( , , )a a a a=  

и 1 2 3

образом: 
( , , ),b b b b=  заданных координатами, можно найти следующим 

 

21

21

31

31

32

32

321

321],[
bb
aa

k
bb
aa

j
bb
aa

i
bbb
aaa
kji

ba ⋅+⋅−⋅== . 

Определение. Смешанным произведением трех векторов 
a , b , c  называется скалярное произведение первого из них и 
векто
см ш н

рного произведения второго и третьего. Обозначается 
е ан ое произведение ]),[,(),,( cbacba =  или просто cba ⋅⋅ . 

Свойства смешанного произведения 
1) ...)),,(),,( =−= acabcba  – то ес е-,,(),,( −== bcacb ть пер

становка двух со не знака 
го произведения; 

седних векторов местами ведет к сме
смешанно

2) модуль смешанного произведения |),,(| cba  трех неком-
планарных векторов равен объему параллелепипеда, построенного на век-
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торах a , b , c  (при этом 0),,( >cba , если тройка a , b , c  – правая и 

( , , ) 0,a b c <  если тройка векторов – левая); 

3) если векторы 1 2 3( , , )a a a a= , ),,( 321 bbbb = , ),,( 321 cccc =  

заданы координатами, то 
1 2 3

1 2 3

1 2 3

( , , ) ;
a a a

a b c b b b
c c c

=  

4) три вектора a , b , c  лежат в одной плоскости 
(компланарны) тогда и только тогда, когда их смешанное 
произведение равно нулю. 

Пример 4.6. Найти площадь треугольника АВС с верши-
нами , )0 ,2 ,1(A )3 ,0 ,3( −B , . )6 ,2 ,5(C

Решение. Воспользуемся свойством 4 векторного про-
изведения: площадь треугольника равна половине площади па-
раллелограмма, построенного на векторах (2, 2, 3)AB = − −  и 

(4,  0,  6).AC =  Вычислим их векторное произведение, имеем: 
 

=
−

⋅+
−

⋅−
−−

⋅=−−=
04
22

64
32

60
32

604
322],[ kji

kji
ACAB  

=−−⋅+−−⋅−−−⋅= ))8(0())12(12()012( kji
kji ⋅+⋅−⋅−= 82412 . 

 
Площадь треугольника ABC равна половине величины 

этого векторного произведения: 
 

14
2
288)24()12(

2
1|],[|

2
1 222 ==+−+−⋅=⋅= ACABS ABC кв. ед. 

 
Пример 4.7. Найти объем тетраэдра, вершинами которого 

являются точки , (1,1, 2)A (2, 3, 1)B − , (2, 2, 4)C − , ( 1,1, 3).D −  
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Решение. Объем тетраэдра составляет шестую часть объема парал-
лелепипеда, построенного на векторах (1, 2, 3)AB= − , (1, 3, 2)AC = −  и 

( 2,  0,  1).AD = −  Найдем смешанное произведение этих векторов: 
 

1 2 3
( , , ) 1 3 2 3 0 8 ( 18 0 2) 5.

2 0 1
AB AC AD

−
= − = − + − − − + +
−

=  

 
Таким образом, объем тетраэдра равен 

1 5| ( , , ) |
6 6

V AB AC AD= ⋅ =  куб. ед. 

 
ТЕМА 5. Аналитическая геометрия на плоскости 
 

Система координат на плоскости 
 

Аналитическая геометрия – раздел геометрии, изучающий 
геометрические образы алгебраическими средствами, основыва-
ющимися на методе координат. 

Под системой координат на плоскости понимают пра-
вило, устанавливающее взаимно однозначное соотношение меж-
ду точками плоскости и упорядоченными парами чисел, кото-
рые называют координатами исходной точки. 

Проведем через фиксированную на плоскости точку O две 
несовпадающие прямые с заданными направлениями и единич-
ными отрезками. Если прямые пересекаются под прямым углом, 
то введенная система координат называется декартовой, или 
прямоугольной, в противном случае – аффинной, или косо-
угольной. Первая координата точки в такой системе координат 
называется абсциссой, вторая – ординатой. Точка пересечения 
координатных осей называется началом координат.  

В декартовой системе координат обычно горизонтальную 
ось Ox называют осью абсцисс, Oy – осью ординат. 

Рассмотрим точку M на плоскости Oxy (рис. 5.1). Вектор OM  
называется радиус-вектором точки М. Чтобы найти ее коор-
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динаты, неодходимо из этой точки опустить перпендикуляры на 
каждую из осей. Числа, соответствующие полученным точкам 
пересечения, и будут координатами точки . Если точка 
лежит на оси Ox, то ее вторая координата равна 0, если на оси 
Oy, то – первая. 

),( 00 yxM

 
Рис. 5.1 

Другой практически важной системой координат является 
полярная. Полярная система координат задается точкой, назы-
ваемой полюсом, лучом Oρ, называемым полярной осью, и еди-
ничным вектором того же направления, что и луч Oρ. Положение 
произвольной точки М на плоскости определяется двумя числами: 
ее расстоянием ρ от полюса и углом φ, образованным отрезком 
ОМ с полярной осью (отсчет углов ведется в направлении, 
противоположном движению часовой стрелки). Числа ρ и φ 
называются полярными координатами точки М, пишут ),( ϕρM , 
при этом ρ называют полярным радиусом, ϕ – полярным углом. 
Более подробно полярную систему координат рассмотрим в теме 8. 
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Уравнение линии на плоскости 
 

Уравнение линии на плоскости 2R  задается равенствами: 
а) в неявном виде 0),( =yxF , б) в разрешенном, относительно y: 

, которым удовлетворяют координаты х и у каждой 
точки линии и не удовлетворяют координаты любой точки, не 
лежащей на этой линии. 

)(xfy =

Переменные х и y в уравнении линии называются 
текущими координатами точек линии. 

Пример 5.1. Лежат ли точки  и )  на линии 
? 

)1 ,2(−M 1 ,1(K
0532 =−+ yx

Решение. Подставим координаты точки М в уравнение линии: 
06613)2(2 ≠−=−⋅+−⋅  – значит точка М не лежит на заданной 

линии; теперь подставим координаты точки K в уравнение линии: 
 – координаты этой точки удовлетворяют уравнению 

линии, поэтому точка K лежит на заданной прямой. 
051312 =−⋅+⋅

Задача о нахождении точек пересечения двух линий, за-
данных уравнениями  и , сводится к поиску то-
чек, координаты которых удовлетворяют уравнениям обеих ли-
ний, то есть сводится к решению системы двух уравнений с дву-
мя неизвестными: 

),(1 yxF ),(2 yxF

⎩
⎨
⎧

=
=

.0),(
,0),(

2

1

yxF
yxF

 

 
Если эта система не имеет действительных корней, то ли-

нии не пересекаются. 
Аналогичным образом вводится понятие линии в поляр-

ной системе координат. Уравнение )0,( =ϕρR  называется урав-
нением данной линии в полярной системе координат, если ко-
ординаты любой точки, лежащей на этой линии, и только они, 
удовлетворяют этому уравнению. 

 
 
 



 56

Линию на плоскости можно задать при помощи двух 
уравнений: 

⎩
⎨
⎧

=
=

),(
),(
tyy
txx

 

 
где х, у – координаты произвольной точки ) , лежащей на 
данной линии, а t – переменная, называемая параметром линии. 
Такой способ задания линии называется параметрическим. 
Более подробно задание функции параметрически и в полярной 
системе координат рассматривается в теме 8.  

,( yxM

Линию на плоскости можно задать и векторным уравне-
нием )(trr = , где t – скалярный переменный параметр. Каж-
дому значению 0tt =  соответствует определенный вектор )( 0tr  
на плоскости. При изменении параметра t конец вектора )(trr =  
опишет некоторую линию. 

Векторное и параметрическое уравнения имеют механический 
смысл. Если точка перемещается на плоскости, то указанные 
уравнения называются уравнениями движения, а линия – траекторией 
точки, параметр t при этом интерпретируется как время. 

В аналитической геометрии на плоскости возникают две 
основные задачи: зная геометрические свойства кривой, найти 
ее уравнение и, зная уравнение кривой, изучить ее форму и 
свойства [2]. 

 
Уравнение прямой на плоскости 
Общее уравнение прямой на плоскости 2R  имеет вид 

0=+⋅+⋅ CyBxA , где A, B, C – произвольные числа, причем A 
и B одновременно не равны нулю. Рассмотрим некоторые част-
ные случаи прямой. 

1) 0,C =  А и B отличны от нуля, то прямая, определяемая 
уравнением 0=⋅+⋅ yB , проходит через начало координат. xA

2) 0,A =  B и C отличны от нуля, то прямая, определяемая 
уравнением 0=+⋅ Cy  или ,y bB =  параллельна оси Ox. 
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3) 0,B =  A и C отличны от нуля, то прямая, определяемая 
уравнением 0=+⋅ Cx  или ,A x a=  параллельна оси Оу. 

4) 0== C , 0,B A ≠ то прямая, определяемая уравнением 
0=⋅ xA , совпадает с осью Оу. 
5) 0== C , 0A ≠B , то прямая, определяемая уравнением 

0=⋅ yB , совпадает с осью Ox. 
Уравнение прямой, проходящей через заданную точку 

перпендикулярно вектору. Произвольная точка )  лежит на 

данной прямой тогда и только тогда, когда вектор 

,( yxM

0 0( , )0MM x x y y= − −  

перпендикулярен вектору ) ,( BAn , значит, скалярное произ-
ведение этих векторов будет равно нулю: 

= , и

0)()( 00 =−⋅+−⋅ yyBxxA  – координатная форма уравне-
ния прямой, проходящей через заданную точку  пер-

пендикулярно вектору 

),( 000 yxM

) ,( BAn = . Подчеркнем, что в общем 
уравнении прямой вектор, составленный из коэффициентов 
( ,  ),A B  определяет перпендикулярный вектор к данной прямой.  

Если 0 , то при ≠B BAk /−= , BCb /−=  общее уравне-
ние прямой перепишется в виде, разрешенном относительно y: 

. Получили уравнение прямой с угловым коэффициентом. 
Величина k равна тангенсу угла наклона прямой к оси Ox, а величина b 
по модулю равна длине отрезка, отсекаемого прямой на оси Оу. 

bxky +⋅=

Уравнение прямой, проходящей через заданную точку 
параллельно заданному вектору. Вектор ),( 21 lll = , лежащий 
на исходной или параллельной ей прямой, называется направля-
ющим вектором этой прямой. 

Произвольная точка )  лежит на данной прямой тогда и 

только тогда, когда вектор 

,( yxM

) ,( 000 yyxxMM −−=  параллелен век-

тору ,l  и, значит, их координаты пропорциональны, то есть  
 

2

0

1

0

l
yy

l
xx −

=
−

.                                 (11) 
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Уравнение (11) называется каноническим уравнением 

прямой на плоскости. 
Замечание. Каноническая форма уравнения прямой – 

символическая. Допускается запись, например, 
2

00

0 l
yyxx −

=
−

. 

Переходя к привычной форме, будем иметь 0yy = , то есть 
прямая параллельна оси Ox. 

Теперь предположим, что коэффициент пропорциональности ра-

вен t, то есть 0 0

1 2

.x x y y t
l l
− −

= =  Выражая отсюда переменные x, y, 

получим параметрическое уравнение прямой:  

⎩
⎨
⎧

⋅+=
⋅+=

.
,

20

10

ltyy
ltxx

 

В частности, если прямая проходит через точки  и ),( 000 yxM

1 1 1( , ),M x y  то в качестве вектора l  можно взять вектор 

0 1 1 0 1 0( ,  ),M M x x y y= − −  поэтому равенство (11) запишется в виде: 

01

0

01

0

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

 –  

– уравнение прямой, проходящей через две заданные точки. 
Пусть прямая задана своим общим уравнением 0=+⋅+⋅ CyBxA . 

Найдем расстояние от точки  до прямой. Пусть  – 

произвольная точка прямой, тогда проекция вектора 

),( 111 yxM ),( 000 yxM

0 1M M =  

1 0 1 0( , )x x y y= − −  на вектор нормали к прямой ) ,( BAn =  и будет 
требуемым расстоянием: 

 

1 0 1 0
0 1

| ( ) ( ) || |
| |n

A x x B y yd np M M
n

⋅ − + ⋅ −
= = =  

22
11 ||

BA

CyBxA

+

+⋅+⋅
= , 
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так как CyBxA −=⋅+⋅ 00 . 
Расстояние d от точки  до прямой ),( 111 yxM 0A x B y C⋅ + ⋅ + =  

равно 
 

22
11 ||

BA

CyBxA
d

+

+⋅+⋅
= . 

 
Пример 5.2. Написать уравнение прямой, проходящей 

через точку )3,2( −M  параллельно оси Oy. 

Решение. В качестве направляющего вектора l  можно взять орт 
)1 ,0(=j . Подставив данные в каноническое уравнение прямой (11), 

получим: 
1

3
0

2 +
=

− yx
. От канонического уравнения прямой обычно 

переходят к общему: 02 =−x  или 2=x .  
Пример 5.3. Даны вершины треугольника АВС: )3 ,2(−A , 

 . Найти: 1) уравнение стороны AB; 2) уравнение и 
длину высоты CD, опущенной из вершины C на сторону AB; 
3) уравнение медианы AE. 

(1, 12),B (11,6)C

Решение. 1) Уравнение прямой AB через две заданные 

точки будет иметь вид: 
312
3

)2(1
)2(

−
−

=
−−
−− yx ; 

9
3

3
2 −
=

+ yx
 или 

. 93 =− xy
2) Высота CD перпендикулярна стороне AB, а потому век-

тор )1 ,3(−=n , составленный из коэффициентов уравнения пря-
мой АВ, перпендикулярен прямой АВ и параллелен высоте CD. 
Чтобы найти уравнение прямой CD, подставим в уравнение (11) 
координаты точки  и направляющего вектора (11, 6)C

)1 ,3(−=n : 
1

6
3
11 −

=
−
− yx

 или 293 =+ yx . 

Длину высоты найдем по формуле расстояния от точки 
 до прямой AB ()6,11(C 93 =− xy ):  
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2 2

| 6 3 11 9 | 36| | 11,38.
101 ( 3)

CD − ⋅ −
= = ≈

+ −
 

3) Определим координаты точки E с помощью формул деления 

отрезка пополам [2]: 
2

21 xx
x

+
= , 

2
21 yy

y
+

= . Используя координаты 

вершин B и C, получаем: 6
2
111

=
+

=x ; 9
2

612
=

+
=y ;  (6,9).C

По  A и  построим авнение медианы точкам  E ур
39
3

6
2
2 −

−
=

+
+ yx

, 

после упрощения которого получим 01843 =+− yx . 
 

ТЕМА 6. Кривые второго порядка 

Рассмотрим плоскость 
 

2R . К кривым 2-го порядка 
относ ые 

 
 

Окружность 

Окружностью называется геометрическое место точек 
плоск

Доп ит на данной окружности, то 
расст

о

ятся линии, описываем многочленом от двух пере-
менных, максимальная степень которого равна двум, то есть  

022 =+⋅+⋅+⋅⋅+⋅+⋅ FyExDyxCyBxA , 
RFEDCBA ∈, , , , , .

 

ости, равноудаленных от некоторой фиксированной точки 
),( 00 yxC , называемой ее центром. 
устим, точка ),( yxM  леж

ояние СМ равно орому числу R, называемому 
радиусом эт й окружности: 2 2 2

0| | ( ) ( )CM x x y y R
 некот

0= − + − =  – 
уравнение окружности с цен . 

Пример 6.1. Найти центр и радиу  окружности
тром в точке и радиуса R

с  
2 +x

Решение. Выдел  полный квадрат по каждой перемен-
ной, 

 ),( 00 yx  

04422 =−−+ yxy . 
им

данное уравнение можно записать в виде: 



 61

044)422(1)112( 22 =−−+⋅⋅−+−+⋅⋅+ yyxx  или 2 2( 1) ( 2) 9.x y+ + − =  
Следовательно, это окружность с центром в точке )2 ,1(−  и радиусом 3=R . 

 
Эллипс 

 
Эллипсом называется геометрическое место точек плос-

кости, для которых сумма расстояний до двух данных точек 
плоскости, называемых фокусами, есть величина постоянная, 
большая, чем расстояние между фокусами.  

Выведем уравнение эллипса. Пусть  и  – фокусы (рис. 6.1). 
Положим 

1F 2F

1 2| | 2FF c= . Декартову систему координат зададим следую-
щим образом: ось Ox направим по прямой , а начало поместим 
в середину отрезка . Тогда 

21FF

21FF )0 ,(1 cF − , .  )0 ,(2 cF
Пусть )  – произвольная точка эллипса. Тогда 

, где величина a дана, причем . 

Имеем: 

,( yxM

1 2| | | | 2F M F M a+ = ca >
2 2

1 1| | ( ) , 2 2
2 2 ( ) .F M r x c y= = − +FM r x c y= = + +  | |  

 
Следовательно, уравнение эллипса имеет вид: 
 

aycxycx ⋅=+−+++ 2)()( 2222 . 
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Рис. 6.1 

 
Упростим последнее равенство: перенесем второе 

слагаемое в правую часть и возведем обе части в квадрат, 
получим 2222222 4)(4)()( aycxaycxycx ++−⋅−+−=++ , 
после раскрытия скобок и приведения подобных останется: 

24 4 4 ( ) 2 2 .x c a a x c y⋅ − = ⋅ − +  Разделим полученное 
равенство на четыре, возведем обе части еще раз в квадрат: 

  22224222 )(2 yacxaaacxcx ⋅+−⋅=+⋅⋅−⋅
и преобразуем 

.  222224222 )2(2 yaccxxaaacxcx ⋅++⋅⋅−⋅=+⋅⋅−⋅
После приведения подобных получим:  

2 2 4 2 2 2 2 2 2 0x c a a x a c a y⋅ + − ⋅ − ⋅ − ⋅ = , . )()( 22222222 acayaacx −⋅=⋅−−⋅

Обозначим  и разделим обе части последнего 

равенства на эту величину: 

222 acb −=

12

2

2

2
=+

b
y

a
x  – каноническое 

уравнение эллипса с полуосями ax = , by =  и центром 
симметрии в точке ) . Число a в уравнении эллипса называется 0 ,0(
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большой, а b – малой полуосью эллипса. Прямую, на которой 
расположены фокусы эллипса, называют фокальной осью. 

Величина 
a
c

=ε  называется эксцентриситетом эллипса, а 

прямые 
ε
ax ±=  называются директрисами эллипса. 

Пример 6.2. Доказать, что уравнение  
определяет эллипс. 

041644 22 =−−++ yyxx

Решение. Преобразуем уравнение, выделив полные квадраты по 
каждой переменной, 2 2( 2) 4 ( 2)x y+ + ⋅ − − 4 16 4 0.− − = Введем 

новые переменные 21 +=xx , 21 −= yy . Тогда  или 242
1

2
1 =+ yx

1
624

2
1

2
1 =+

yx
. Последнее уравнение определяет эллипс с центром в 

точке ( 2  причем , 2),− 24=a , 6=b . 
 
Гипербола 

 
Гиперболой называется геометрическое множество точек 

плоскости, для которых абсолютная величина разности расстояний до 
двух данных точек  и  этой плоскости, называемых фокусами, есть 
величина постоянная, меньшая, чем расстояние между фокусами. 

1F 2F

Выведем уравнение гиперболы. Положим 1 2| | 2F F c= . 
Систему координат (рис. 6.2) выберем так же, как и в случае 
эллипса. Тогда )0 ,(1 cF − , а .  )0 ,(2 cF

Если )  – произвольная точка гиперболы, то ,( yxM

aycxycx ⋅=+−−++ 2)()( 2222 , a – постоянная, . Это 
уравнение соответствует определению гиперболы. Преобразуя 
его, как и в случае эллипса, и положив , получим 
каноническое уравнение гиперболы: 

ac >

222 acb −=

 

1
2

2

2

2
=−

b
y

a
x

. 
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Рис. 6.2 

 

Гипербола – кривая, симметричная относительно осей и 

начала координат. Прямые x
a
by ⋅±=  являются асимптотами 

гиперболы, величина 
a
c

=ε  называется эксцентриситетом 

гиперболы, 1>ε , а прямые 
ε
ax ±=  – ее директрисами. 

 
Парабола 

 
Параболой называется геометрическое место точек плоскос-

ти, равноудаленных от данной точки F и данной прямой (рис. 6.3). 
Точка F называется фокусом параболы, а данная прямая – директрисой 
параболы. Для получения уравнения параболы выберем систему 
координат следующим образом: ось Ox проведем через фокус F 
перпендикулярно директрисе. Начало координат поместим в точку, 
равноудаленную от фокуса и директрисы. Обозначим расстояние 
между фокусом и директрисой через p. Величина p называется 
параметром параболы. В выбранной системе координат фокус F имеет 
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координаты ) , а уравнение директрисы имеет вид 
 или 

0,2/( p
2/px −= 02/ =+ px .  

 
Рис. 6.3 

Пусть )  – произвольная точка параболы. Соединим 
точку М с точкой F. Проведем отрезок MN перпендикулярно дирек-
трисе. Согласно определению параболы, 

,( yxM

MNMF = . По формуле 
расстояния между двумя точками находим: 

( ) 222/ ypxMF +−= , а ( )2 2/ 2 ( ) .MN x p y y= + + −   

Следовательно, ( ) ( )222 2/2/ pxypx +=+− .  
После элементарных преобразований получим каноническое 

уравнение параболы: 
xpy ⋅= 22 . 

 
Пример 6.3. Классифицировать линию 2-го порядка 

. 028364094 22 =+−−− yxyx
Решение. В мся формулой 2( 2 .a a b bоспользуе )b a2 2+ = +

Выделим полный квад
отдельн

. Коэффициенты при пере

⋅ +  
рат по каждой переменной, для этого 

сгруппируем о слагаемые, содержащие переменную x и y: 
)369()404( 22 −=+−− yyxx -

менных в старшей степени вынесем общими множителями 
28
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28)4(9)1(4 22 ⋅+⋅−−⋅ yxx в 
скобках доведем до полного квадрата, в первом случае 
прибавим и отнимем 25, во втором – 4: 

0 −=⋅ y . Полученные выражения 

( )24 ( 5) 25x⋅ − − −  

тия скобок постоянные пе-

ренесем  ра 2 25) 9 ( 2)
( )29 ( 2) 4 28.y− ⋅ + − = −  После раскры

 в правую часть венства 4 (x y⋅ − − ⋅ + =  

ем подобные 36)2(9)5(4 22 =+⋅−−⋅ yx . 
Запишем уравнение линии 2-го порядка в общем виде. Разделим 
последнее равенство на 36, чтобы получить единицу в правой части  

= 28 36 100.− − + Привед

1
4

)2()5( 2 +− yx
9

2
=−  или 1

2
)2()5

2

2

2

2
=

+
−

y
3

( −x

)

. 

Данная линия (рис. 6.4) является гиперболой с центром в 
точке (  и полуосями 5, 2− 3=a , 2=b .  

 
Рис. 6.4 
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ТЕМА 7. Аналитическая геометрия в пространстве 
 

Уравнение поверхности и линии в пространстве 
 

Поверхность в пространстве 3R  можно рассматривать как 
геометрическое место точек, удовлетворяющих какому-либо 
условию. Например, сфера радиуса R с центром в точке О есть 
геометрическое место всех точек пространства, находящихся от 
точки О на расстоянии R. 

Прямоугольная система координат Оxyz в пространстве 
позволяет установить взаимно однозначное соответствие между 
точками пространства и тройками чисел x, y и z – их 
координатами: абсциссой, ординатой и аппликатой. Коорди-
натами точки )  в пространстве (рис. 7.1) являются 
числа, соответствующие точкам пересечения координатных 
плоскостей Oxy, Oxz, Oyz с координатными осями Ox, Oy, Oz. 

,,( 000 zyxM

 
Рис. 7.1 
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Свойство, общее для всех точек поверхности, можно запи-
сать в виде уравнения, связывающего координаты всех точек 
поверхности [2]. 

Уравнением данной поверхности в прямоугольной системе 
координат Oxyz называется такое уравнение 0),,( =zyxF  с 
тремя переменными, которому удовлетворяют координаты каждой 
точки, лежащей на поверхности, и не удовлетворяют координаты 
точек, не лежащих на этой поверхности. Переменные x, y и z в 
уравнении поверхности называются текущими координатами точек 
поверхности. Линию в пространстве можно рассматривать как линию 
пересечения двух поверхностей или как геометрическое место точек, 
принадлежащее обеим поверхностям. 

Если 0),,(1 =zyxF  и 0),,(2 =zyxF  – уравнения двух 
поверхностей, определяющих линию L, то координаты точек 
этой линии удовлетворяют системе двух уравнений с тремя 

неизвестными: 1

2

( , , ) 0,
( , , ) 0

F x y z
F x y z

=⎧
⎨ =⎩

 – уравнение линии в 

пространстве.  

Например, 
0,
0

x
y
=⎧

⎨ =⎩
 есть уравнение оси Оz. 

 
Линию в пространстве можно задать как траекторию 

движения некоторой точки. В этом случае ее задают векторным 
уравнением )(trr =  или параметрическими уравнениями: 

, , )(txx = )(tyy = )(tzz = . 
 
Уравнение плоскости в пространстве 

 

Рассмотрим трехмерное пространство 3R  с фиксированной 
декартовой системой координат Oxyz. 

Координатная плоскость Oxy в нем является подпространством 
размерности два. Изученная нами прямая и кривые 2-го порядка, 
лежащие в плоскости Oxy, в пространстве также могут быть 
определены. Для этого необходимо задать саму плоскость Oxy в нем. 
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Очевидно, что если в пространстве задана система координат 
Oxyz, то плоскость Oxy определяется в ней уравнением 0=z . 

Но плоскость в пространстве в системе координат может 
быть определена по-разному, поскольку она не обязательно долж-
на проходить через начало или быть перпендикулярной другим ко-
ординатным плоскостям.  

Естественно возникает вопрос об уравнении плоскости в пространстве. 
Справедливы утверждения: 

1. Если в пространстве (размерности 3≥n ) задана 
произвольная плоскость и фиксирована произвольная декартовая 
система координат Oxyz, то плоскость определяется в ней 
уравнением 1-й степени. 

2. Если в пространстве (размерности 3≥n ) фикси-
рована произвольная декартовая прямоугольная система коор-
динат Oxyz, то всякое уравнение 1-й степени с переменными x, 
y, z определяет в ней плоскость. 

Ниже мы эти утверждения сформулируем в виде теорем. 
Пусть Р – произвольная плоскость в пространстве. Всякий 

перпендикулярный ей ненулевой вектор n  называется нормальным 
вектором этой плоскости (рис. 7.2). 

 
Рис. 7.2 

Если известна какая-нибудь точка  плоскости P и 
какой-нибудь ее нормальный вектор 

);;( 0000 zyxM
);;( CBAn = , то этими двумя 

условиями плоскость в пространстве вполне определена (через данную 
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точку можно провести единственную плоскость, перпендикулярную 
данному вектору).  

В самом деле, возьмем на плоскости P произвольную 
точку М с переменными координатами x, y, z. Эта точка 
принадлежит плоскости только в том случае, когда вектор 

MM 0  перпендикулярен вектору n , а для этого необходимо и 
достаточно, чтобы скалярное произведение этих векторов 
равнялось нулю, то есть 0( , ) 0n M M = . 

Вектор );;( CBAn =  задан по условию, найдем координаты 
вектора: );;( 0000 zzyyxxMM −−−=  и запишем скалярное 
произведение этих векторов в координатной форме:  

 
0)()()( 000 =−⋅+−⋅+−⋅ zzCyyBxxA .            (12) 

 
Так как точка )  выбрана на плоскости произвольно, 

то последнему уравнению удовлетворяют координаты любой 
точки, лежащей на плоскости Р. Для точки N, не лежащей на 
заданной плоскости, 

,,( zyxM

0),( 0 ≠MMn  и равенство (12) нарушается. 
Следовательно, уравнение (12), являясь уравнением 1-й степени, 
определяет плоскость, проходящую через точку  и пер-

пендикулярную вектору 

),,( 000 zyxM

( ; ; ).n A B C=  
Пример 7.1. Составить уравнение плоскости, проходящей 

через точку )1 ;3 ;2(0 −M  и перпендикулярной вектору )4 ;1 ;5( −=n . 
Решение. Используя формулу (12), имеем 5 ( 2)x⋅ − +  

откуда после преобразований получим 1 ( 3) 4 ( 1) 0,y z+ ⋅ + − ⋅ − =
0345 =−⋅−+⋅ zyx . 

Это уравнение 1-й степени и есть искомое уравнение плоскости. 
Уравнение плоскости, проходящей через три точки. Пусть 

даны три точки ,  и . Если 
точки не лежат на одной прямой, то через них всегда можно провести 
единственную плоскость. Обозначим (х, у, z) координаты 
произвольной точки М пространства и рассмотрим три вектора: 

);;( 1111 zyxM );;( 2222 zyxM );;( 3333 zyxM
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),,( 1111 zzyyxxMM −−−= , ),,( 12121221 zzyyxxMM −−−= , 
),,( 13131331 zzyyxxMM −−−= . Точка М лежит на плоскости 

М1М2М3 в том и только в том случае, когда перечисленные три 
вектора компланарны, а значит, 0),,( 31211 =MMMMMM , т. е. 
определитель, составленный из их координат, равен нулю: 

 

0

131313

121212

111

=
−−−
−−−
−−−

zzyyxx
zzyyxx
zzyyxx

. 

 
Пример 7.2. Написать уравнение плоскости, проходящей 

через точки )2,1,3( −A , )1,1,4( − −B и  (2, 0, 2).C
Решение. Пусть )  – произвольная точка плоскости, 

тогда векторы 

,,( zyxM

( 3, 1, 2)AM x y z= − + − , (1, 0, 3)AB= − , )0 ,1 ,1(−=AC  
компланарны, поэтому: 
 

.0
011
301
213
=

−
−
−+− zyx

 

 
Вычисляя определитель по правилу треугольников, 

получим: 0)2(1)1(3)3(3 =−⋅++⋅+−⋅ zyx  или 833 =+⋅+⋅ zyx . 

Теорема 7.1. В пространстве 3R  всякая плоскость 
выража-ется уравнением 1-й степени 

0=+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA ,  , , , .A B C D R∈
Доказательство. В предыдущем пункте было установлено, 

что всякая плоскость может быть задана уравнением вида (12): 
 

0)()()( 000 =−⋅+−⋅+−⋅ zzCyyBxxA , , , .A B C R∈  
 

Раскрыв скобки и обозначив DzCyBxA =⋅−⋅−⋅− 000 , 
получим общее уравнение 1-й степени относительно x, y, z: 
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0=+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA , эквивалентное уравнению (12). Поэтому 
оно определяет ту же плоскость, что и уравнение (12), и называется 
общим уравнением плоскости. Коэффициенты при переменных в этом 
уравнении сохраняют тот же геометрический смысл, что и в равенстве (12), 
то есть являются координатами нормального вектора );;( CBAn =  
плоскости. Так как нормальный вектор плоскости является ненулевым, то 
коэффициенты A, B и C не могут быть одновременно равны нулю. Итак, 
мы доказали, что всякая плоскость в 3R  определяется уравнением 1-й 
степени относительно переменных координат x, y, z.  

Теорема 7.2 (обратная ) . Всякое линейное уравнение с 
тремя переменными 0,A x B y C z D⋅ + ⋅ + ⋅ + =  , , , ,A B C D R∈  

определяет плоскость в пространстве 3R , если хотя бы один из 
коэффициентов при переменных не равен нулю. 

Доказательство. Пусть x0, y0, z0 – какое-либо решение 
данного уравнения. Тогда 0000 =+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA , откуда 

)( 000 zCyBxAD ⋅+⋅+⋅−= . Подставляя в данное уравнение 
вместо D его значение и группируя члены, получим 
 

0 0 0( ) ( ) ( )A x x B y y C z z 0.⋅ − + ⋅ − + ⋅ − =  
 

Это уравнение плоскости, проходящей через точку  

и имеющей нормальный вектор 

);;( 0000 zyxM

( ; ; ).n A B C=  Следовательно, и 
равносильное ему уравнение 0=+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA  определяет 

плоскость, перпендикулярную вектору ( ; ; ).n A B C=  
Пример 7.3. Построить в прямоугольной системе ко-

ординат плоскость, заданную уравнением 0623 =−+⋅−⋅ zyx . 
Решение. Для построения плоскости необходимо и достаточ-

но знать какие-либо три ее точки, не лежащие на одной прямой, нап-
ример, точки пересечения плоскости с осями координат. Полагая в 
заданном уравнении 0== yx , получим 6=z . Следовательно, за-
данная плоскость пересекает ось Oz в точке  Ана-
логично при 0

(0 , 0 , 6 ) .A
== zx  получим 3−=y , то есть точку )0,3,0( −B ; 

при 0  получим == zy 2=x , то есть точку ) . По трем 0,0,2(C
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точкам , )6,0,0(A )0,3,0( −B ,  строим заданную 
плоскость (рис. 7.3).  

)0,0,2(C

 

 
Рис. 7.3 

Частные случаи общего уравнения плоскости. Рассмотрим 
особенности расположения плоскости в тех случаях, когда те или иные 
коэффициенты общего уравнения обращаются в нуль. 

1. При 0=D  уравнение 0=⋅+⋅+⋅ zCyBxA  определяет 
плоскость, проходящую через начало координат, так как ко-
ординаты точки )  удовлетворяют этому уравнению. 0 ;0 ;0(O

2. При 0=A  уравнение 0=+⋅+⋅ DzCyB  определяет 
плоскость, параллельную оси Ох, поскольку нормальный вектор 

);;0( CBn =  этой плоскости перпендикулярен оси Ох (его проек-
ция на ось Ох равна нулю). Аналогично при 0=B  плоскость 

0=+⋅+⋅ DzCxA  параллельна оси Оу, а при 0=C  плоскость 
0=+⋅+⋅ DyBxA  параллельна оси Оz. 

3. При 0== DA  уравнение 0=⋅+⋅ zCyB  определяет 
плоскость, проходящую через ось Ох, поскольку она параллельна оси 
Ох ( 0 ) и проходит через начало координат ( 0=A =D ). Аналогично 
плоскость 0=⋅+⋅ zCxA  проходит через ось Оу, а плоскость 

 – через ось Оz. 0=⋅+⋅ yBxA
4. При 0== BA  уравнение 0=+⋅ DzC  определяет 

плоскость, параллельную координатной плоскости Оxу, поскольку она 
параллельна осям Oх ( 0=A ) и Оу ( ). Аналогично плоскость 0=B
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0=+⋅ DxA  параллельна плоскости уОz, а плоскость 0=+⋅ DyB  – 
плоскости Оxz. 

5. При 0=== DBA  уравнение 0=⋅ zC  (или 0=z ) 
определяет координатную плоскость Оxу, так как она 
параллельна плоскости Оxу ( 0== BA ) и проходит через начало 
координат ( 0D ).=  Аналогично уравнение 0=y  в пространстве 
определяет координатную плоскость Оxz, а уравнение 0=x  – 
координатную плоскость Оyz. 

Пример 7.4. Составить уравнение плоскости P, 
проходящей через ось Оу и точку 0 (2; 4; 3)M − . 

Решение. Уравнение плоскости, проходящей через ось Оу, 
имеет вид 0=⋅+⋅ zCxA . Для определения коэффициентов A и C 
воспользуемся тем, что точка 0(2; 4; 3)M −  принадлежит плоскости P. 
Поэтому ее координаты удовлетворяют написанному выше урав-
нению плоскости: 0 (2; 4; 3)M P− ∈  ⇔ 032 =⋅+⋅ CA , откуда 

 Подставив найденное значение A в уравнение 
, получим: 

1,5 .A = − ⋅C
0=⋅+⋅ zCxA 05,1 =⋅+⋅− zCCx  или 023 =⋅−⋅ zx . 

Это и есть искомое уравнение.  
 
Взаимное расположение плоскостей 

 
Пусть две плоскости заданы в 3R  общими уравнениями: 
 

01111 =+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA  и 02222 =+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA , 
RDCBA iiii ∈,,, , . 2 ,1=i

 
Эти плоскости параллельны только в том случае, если колли-

неарны их нормальные векторы );;( 1111 CBAn =  и );;( 2222 CBAn = , то 
есть выполняются условия: 212121 /// CCBBAA == . 

Следовательно, две плоскости, заданные общими уравне-
ниями, параллельны, если коэффициенты при одноименных пе-
ременных пропорциональны. 

Если кроме коэффициентов при переменных пропорцио-
нальны и свободные члены, то есть выполняются равенства 
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21212121 //// DDCCBBAA === , 

 
то плоскости совпадают. 

Чтобы две плоскости пересекались, необходимо и доста-
точно, чтобы коэффициенты при переменных x, y, z не были 
пропорциональны. 

Плоскости перпендикулярны в том случае, если перпенди-
кулярны их нормальные векторы, то есть выполняется условие: 

 
0212121 =⋅+⋅+⋅ CCBBAA . 

 
Пример 7.5. Установить, перпендикулярны ли плоскости, 

заданные уравнениями 0232 =−+⋅−⋅ zyx  и 0534 =++⋅+ zyx . ⋅
Решение. Плоскости перпендикулярны в том случае, если их 

нормальные векторы 1 (2; 3;1)n = −  и 2 (4;3;1)n =  удовлетворяют 

условию 0),( 21 =nn . Так как 0113342),( 21 =⋅+⋅−⋅=nn , то указанное 
условие выполнено, поэтому данные плоскости перпендикулярны.  

 
Уравнение прямой в пространстве 3R  

 
Каноническое уравнение прямой. Положение прямой вполне 

определено, если заданы лежащая на ней точка и направление. На-
правление прямой может быть задано любым вектором, коллинеар-
ным данной прямой, который называется направляющим вектором.  

Выведем уравнение прямой a, проходящей через данную точку 
 и имеющей направляющий вектор );;( 1111 zyxM ( ; ; ).a l m n=  

Произвольная точка ( , , )M x y z  лежит на прямой a только в 
том случае, если векторы );;( 1111 zzyyxxMM −−−=  и );;( nmla =  
коллинеарны, то есть для них выполняется условие: 

 

n
zz

m
yy

l
xx 111 −

=
−

=
−

. 
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Эти равенства (а этими равенствами фактически заданы 
два независимых уравнения) определяют прямую (рис. 7.4), 
проходящую через заданную точку  коллинеарно 
вектору 

);;( 1111 zyxM
);;( nmla = , и называются каноническим уравнением 

прямой в пространстве. 

 
Рис. 7.4 

 
Числа l, m и n являются проекциями направляющего 

вектора a  на координатные оси. Так как вектор a  – ненулевой, 
то все три числа l, m и n не могут одновременно равняться 
нулю. Но одно или два из них могут оказаться равными нулю, 
например, 

 
1 1( ) / ( ) / 0 ( ) /x x l y y z z1 0.− = − = −  

 
Эта запись означает, что проекции вектора a  на оси Oy и Oz 

равны нулю. Поэтому и вектор ( ; 0; 0)a l= , и прямая, заданная 
указанным образом, перпендикулярны осям Oy и Oz, то есть 
плоскости Оyz. 

Пример 7.6. Составить уравнение прямой, перпендикуляр-
ной плоскости 08432 =−⋅+⋅−⋅ zyx  и проходящей через точку 
пересечения этой плоскости с осью Oz. 

Решение. Найдем точку пересечения данной плоскости с 
осью Oz. Так как любая точка, лежащая на оси Oz, имеет 
координаты (0; 0; z), то, полагая в заданном уравнении 
плоскости 0== yx , получим 084 =−⋅ z  или 2=z . Следо-
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вательно, точка пересечения данной плоскости с осью Oz имеет 
координаты (0; 0; 2). Поскольку искомая прямая перпенди-
кулярна плоскости, то она параллельна ее нормальному вектору 

(2; 3; 4).n = −  Поэтому направляющим вектором прямой может 

служить вектор нормали (2; 3; 4)a n= = −  заданной плоскости. 
Теперь запишем искомые уравнения прямой, проходя-

щей через точку  в направлении вектора (0,0, 2)A (2; 3; 4) :a = −  

4
2

3
0

2
0 −

=
−
−

=
− zyx  или 

4
2

32
−

=
−

=
zyx . 

Уравнения прямой, проходящей через две данные точки 
Прямая может быть задана двумя лежащими на ней точками 

 и . В этом случае направляющим 
вектором прямой может служить вектор 

);;( 1111 zyxM );;( 2222 zyxM

21MM , то есть 
);;( 12121221 zzyyxxMMa −−−== . Тогда каноническое 

уравнение прямой в пространстве примет вид: 
 

12

1

12

1

12

1
zz
zz

yy
yy

xx
xx

−
−

=
−
−

=
−
− . 

 
Эти равенства определяют прямую, проходящую через 

две данные точки. 
Пример 7.7. Составить уравнения прямой, проходящей 

через точки 1 ( 2 ; 3; 5 )M −  и . 2

Решение. Запишем искомое уравнение прямой в виде: 
( 4; 3; 2 )M −

 
)52/()5()33/()3()24/()2( ++=−−=−−− zyx  

или  
7/)5(0/)3()6/()2( +=−=−− zyx . 

 

Так как ( 6;0;7),a= −  то искомая прямая перпендикулярна оси Oy.  
Пример 7.8. Составить уравнение прямой, проходящей через точку 

 параллельно прямой 1(2; 3;5)M − 4/)3()1/()2(2/)1( −=−−=− zyx . 
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Решение. Направляющим вектором искомой прямой мо-
жет служить направляющий вектор (2; 1; 4)a= −  данной прямой, 
поскольку по условию эти прямые параллельны. Зная точку 

 и направляющий вектор 1(2; 3;5)M − (2; 1; 4)a= −  искомой прямой, 
запишем ее уравнение в виде: ( 2) / 2 ( 3) /( 1) ( 5) / 4.x y z− = + − = −  

Прямая как линия пересечения плоскостей 
Прямая в пространстве может быть определена как линия 

пересечения двух непараллельных плоскостей: 01111 =+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA  
и 02222 =+⋅+⋅+⋅ DzCyBxA , то есть как множество точек, 
удовлетворяющих системе двух линейных уравнений: 

 

⎩
⎨
⎧

=+⋅+⋅+⋅
=+⋅+⋅+⋅

.0
,0

2222

1111

DzCyBxA
DzCyBxA

                     (13) 

 
Справедливо и обратное утверждение: система двух независи-

мых линейных уравнений вида (13) определяет прямую как линию 
пересечения плоскостей (если они непараллельны). Уравнения сис-
темы (13) называются общим уравнением прямой в пространстве 3.R  

 
Пример 7.9. Составить каноническое уравнение прямой, 

заданной общими уравнениями плоскостей:  
 

⎩
⎨
⎧

=+−⋅+
=++⋅−⋅
.022

,0452
zyx

zyx
 

 
Решение. Чтобы написать каноническое уравнение прямой 

или, что то же самое, уравнение прямой, проходящей через две 
данные точки, нужно найти координаты каких-либо двух точек 
прямой. Ими могут служить точки пересечения прямой с какими-
нибудь двумя координатными плоскостями, например, Oyz и Oxz.  

Точка пересечения прямой с плоскостью Oyz имеет 
абсциссу 0 . Поэтому, полагая в данной системе уравнений 

, получим систему с двумя переменными:  
=x

0=x
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5 4
2 2

y z
y z

0,
0.

− ⋅ + + =⎧
⎨ ⋅ − + =⎩

Ее решение 2=y , 6=z  вместе с 0=x  определяет точку 
 искомой прямой. Полагая в данной системе уравнений 

, получим систему:  
)6,2,0(A

0=y

⎩
⎨
⎧

=+−
=++⋅
,02

,042
zx

zx
 

решение которой 2−=x , 0=z  вместе с 0=y  определяет точку 
 пересечения прямой с плоскостью Oxz. ( 2, 0, 0)B −

Теперь запишем уравнения прямой, проходящей через 

точки  и )6,2,0(A )0,0,2(−B : 
60
6

20
2

02
0

−
−

=
−
−

=
−−
− zyx  или 

3
6

1
2

1
−

=
−

=
zyx , где (1; 1; 3)a = будет направляющим векто-

ром этой прямой.  
Пример 7.10. Прямая задана каноническим уравнением 

1
3

5
1

3
2

−
−

=
+

=
− zyx . Составить общее уравнение этой прямой. 

Решение. Каноническое уравнение прямой можно запи-
сать в виде системы двух независимых уравнений: 
 

⎩
⎨
⎧

−−=−
+=−

),1/()3(3/)2(
,5/)1(3/)2(

zx
yx

 ⇔  
⎩
⎨
⎧

=−⋅+
=−⋅−⋅
.0113

,01335
zx

yx

 
Получили общее уравнение прямой, которая теперь задана пе-

ресечением двух плоскостей, одна из которых 01335 =−⋅−⋅ yx  
параллельна оси Oz  ( 0C ),=  а другая 0113 =−⋅+ zx  – оси Оу  ( 0)B= . 

Данную прямую можно представить в виде линии 
пересечения двух других плоскостей, записав ее каноническое 
уравнение в виде другой пары независимых уравнений:  
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⎩
⎨
⎧

−−=+
+=−

),1/()3(5/)1(
,5/)1(3/)2(

zy
yx

 ⇔  
⎩
⎨
⎧

=−⋅+
=−⋅−⋅
.0145

,01335
zy

yx

 
Замечание . Одна и та же прямая может быть задана 

различными системами двух линейных уравнений (то есть 
пересечением различных плоскостей, так как через одну прямую 
можно провести бесчисленное множество плоскостей), а также 
различными каноническими уравнениями (в зависимости от 
выбора точки на прямой и ее направляющего вектора). 
 

Деление отрезка в данном отношении 
Пусть даны точки  и . Требу-

ется найти координаты точки ) , делящей отрезок прямой, 
заключенный между М1 и М2, в отношении 

);;( 1111 zyxM );;( 2222 zyxM
;;( zyxM

21 : MMMM=λ , 
0>λ  (рис. 7.6). 

 
Рис. 7.6 

 
Рассмотрим векторы  

1 1 1 1( ; ; )M M x x y y z z= − − −  и M 2 2 2 2( ; ; )M x x y y z z= − − − . 
Они коллинеарны и одинаково направлены, то есть могут отли-
чаться только длиной. По условию 

 

1 2| |:| |M M MM λ= , 
поэтому  

1 2| | | |M M MM ,λ λ= ⋅ =  
 

 или в координатной форме  
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);;();;( 222111 zzyyxxzzyyxx −−−⋅=−−− λ . 
 

Из равенства этих двух векторов следует равенство их соот-
ветствующих координат: 

 
)( 21 xxxx −⋅=− λ , )( 21 yyyy −⋅=− λ , 1 2( )z z z z .λ− = ⋅ −  

 
Отсюда 
 

λ
λ
+
⋅+

=
1

21 xx
x , 

λ
λ
+
⋅+

=
1

21 yy
y , 

λ
λ
+
⋅+

=
1

21 zz
z , 0.λ >  

 
В частности, если точка М делит отрезок М1М2 пополам, 

то 1=λ  и 2/)( 21 xxx += , 2/)( 21 yyy += , 2/)( 21 zzz += , 
то есть координаты точки, делящей отрезок пополам, равны 
полусуммам соответствующих координат концов отрезка. 

Пример 7.12. Найти координаты точки М, делящей по-
полам отрезок прямой )1/()3(5/)1(3/)2( −−=+=− zyx , 
заключенный между плоскостями Oxz и Оxу. 

Решение. Найдем точку пересечения прямой с плоскостью Oxz, 
полагая в уравнениях прямой 0=y . Тогда получим 
 

( 2) / 3 1/ 5 ( 3) / ( 1)x z− = = − −  
 

или  

⎩
⎨
⎧

=−−
=−

.5/1)1/()3(
,5/13/)2(

z
x

 

 
Из последней системы находим 6,2=x , 8,2=z . Эти коор-

динаты вместе с 0=y  определяют точку  Анало-
гично, полагая в уравнениях прямой 

(2,6;  0;  2,8).A
0=z , имеем: 

35/)1(3/)2( =+=− yx  или  откуда 
2 9,

,
1 15,

x
y
− =⎧

⎨ + =⎩
11=x , 14=y . 



 82

Получим точку )  пересечения прямой с плоскостью Оxу. 
Зная координаты концов  и )  отрезка АВ, 
по формулам деления отрезка пополам определим координаты 

точки М – середины отрезка АВ: 

0 ;14 ;11(B
)8,2 ;0 ;6,2(A 0 ;14 ;11(B

8,6
2

116,2
=

+
=x ; 7

2
140
=

+
=y ; 

2,8 0 1,4.
2

z +
= =  Итак,  – искомая точка. )1,4 ;7 ;8,6(M

Пример 7.13. Даны координаты вершин пирамиды 
, , (0 ,1,1)A (1,8,3)B (3;7; 2)C − , . Найти: 1) длины 

ребер АВ и AC; 2) угол между ребрами АВ и АС; 3) площадь 
грани АВС; 4) объем пирамиды ABCD; 5) уравнение прямой АВ; 
6) уравнение плоскости АВС; 7) уравнение высоты пирамиды, 
опущенной на грань АВС. Сделать чертеж. 

( 1;2;5)D −

Решение  
1) Длина ребра AB совпадает с длиной вектора AB , 

поэтому определим координаты векторов AB  и .AC  
 

(1 0; 8 1; 3 1) (1; 7; 2)AB = − − − = ,            

(3 0; 7 1; 2 1) (3; 6; 3)AC = − − − − = − . 
 

Длина вектора равна корню квадратному из суммы 
квадратов его координат, то есть  

 
2 2 2| | 1 7 2 1 49 4 54AB = + + = + + = ,

2 2 2| | 3 6 ( 3) 9 36 9 54AC = + + − = + + = .  
 

2) Угол между ребрами AB и AC совпадает с углом между 
векторами AB  и AC , который можно определить по формуле:  

 

18
13

54
39

54
6423

5454
)3(26731

||||
),(cos ==

−+
=

⋅
−⋅+⋅+⋅

=
⋅

=
ACAB

ACABϕ , 

. o43≈∠ϕ
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3) Грань ABC представляет собой треугольник, его пло-

щадь найдем через векторное произведение: 
 

2 2 21 1 1|[ , ] | ( 33) 9 ( 15) 1395 18,67,
2 2 2

S AB AC= ⋅ = ⋅ − + + − = ⋅ ≈

 
так как 

=⋅+⋅
−

−⋅
−

=
−

= kji
kji

ACAB
63
71

33
21

36
27

363
271],[  

kjikji ⋅−⋅+⋅−=⋅−+⋅−−−⋅−−= 15933)216()63()1221( . 
 

4) Объем пирамиды вычислим по формуле: 
 

=
−

−⋅=⋅=
411
363

271
mod

6
1),,mod(

6
1 ADACABV

3
6

18)18mod(
6
1)8431262124mod(

6
1

==−⋅=−++++⋅= .  

 
Здесь mod | | .x x=  

5) Уравнение прямой, проходящей через точки А, В, имеет вид: 
 

13
1

18
1

01
0

−
−

=
−
−

=
−
− zyx , то есть 

2
1

7
1

1
−

=
−

=
zyx . 

 
6) Уравнение плоскости ABC определим из равенства 

 

0
120703

131801
110

=
−−−−
−−−
−−− zyx

, 0
363

271
11
=

−

−− zyx
 или 

025311 =+⋅−⋅+⋅− zyx . 
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7) Так как высота – это прямая, перпендикулярная плос-

кости ABC, ее направляющим вектором будет вектор-нормаль 
( 11; 3; 5)n = − −  плоскости ABC, тогда уравнение высоты имеет вид: 

 

5
5

3
2

11
1

−
−

=
−

=
−
+ zyx . 

 
Выполним чертеж (рис. 7.5). 

 
Рис. 7.5 

 

ТЕМА 8. Функции. Теория пределов 
 

Понятие функции 
 

В теме 5 мы уже встречались с понятием функции, информация 
о которой основывалась на материале из школьного курса математики. 
Здесь это понятие получит свое дальнейшее развитие. 
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Пусть на действительной оси R заданы два числовых 
множества RX ⊂  и RY ⊂ .  

Определение. Будем говорить, что на множестве X задана 
функция f действительной переменной x, если известен закон 
(отображение), по которому каждому значению Xx∈  по закону f 
ставится в соответствие единственное значение Yy∈  и обозначается 

. Переменная x называется аргументом функции f, множество 
X – областью определения функции, переменная y – значением 
функции или зависимой переменной, а множество Y – областью 
значений функции. 

)(xfy =

Замечание. Область Y значений функции обычно не указыва-
ется, так как множество принимаемых значений функции определяет 
сам закон. 

Допускаются многозначные функции (то есть одному x 
соответствует более одного значения y). Обычно эти случаи 
оговариваются особо. 

Замечание. Для обозначения функциональной зависимос-
ти вместо символа функции f можно использовать любую дру-
гую букву (но не число) любого алфавита. 

Определение. Совокупность всех значений независимой 
переменной х, для которых функция )  определена, назы-
вается областью определения, или областью существования 
функции, и обозначается 

(xfy =

XyD =)( . 
Определение. Пусть задана функция )(xfy = . Тогда  

называется значением этой функции при 
)( 0xf

0.x x=  
Пример 8.1. Найти значения  )(0 ),f 2( −xf  функции 

. 52)( 2 +⋅= xxf
Решение. Вычислим значения функции при заданных 

значениях аргумента ; 5502)0( 2 =+⋅=f 2( 2) 2 ( 2) 5f x x− = ⋅ − + = 
. 2 22 ( 4 4) 5 2 8 13x x x x= ⋅ − ⋅ − + = ⋅ − ⋅ +
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Способы задания функции 
Чтобы задать функцию )(xfy = , необходимо указать 

правило, позволяющее по известному значению x находить 
соответствующее значение y. 

Наиболее популярные следующие способы задания функции. 
1) Табличный. При табличном задании просто выписы-

вается ряд значений независимой переменной и соответствую-
щие им значения функции. 

Табличный способ задания функций особенно распространен 
в естествознании и технике. Например, при изучении зависимости 
электрического сопротивления r некоторого медного стержня от тем-
пературы t была получена следующая таблица: 

 
t 19,1 25,0 30,1 36,0 40,0 45,1 50,0 
r 76,30 77,80 79,75 80,80 82,35 83,90 85,10 

 
2) Аналитический. Аналитическое задание функции сос-

тоит в том, что дается формула, с помощью которой по задан-
ным значениям независимой переменной можно получать соот-
ветствующие им значения функции. 

Например,  или xxy lg22 ⋅+=
x
xy

sin1
cos2

+
+

=  – формулы, 

которые определяют y как функцию от х. 
В свою очередь аналитическое задание функции бывает 

явное, неявное, параметрическое и др. 
Определение. Функция, заданная формулой (аналитически) 

вида ) , то есть разрешенной относительно зависимой 
переменной, называется явной.  

(xfy =

Рассмотрим функцию 0 . Здесь y однозначно 
не выражается через x, это неявная функция. Графиком этой 
функции является окружность с центром в точке  и 
радиусом 

122 =−+ yx

)
1

0 ,0(O
=R . 
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Определение. Функция, заданная уравнением 0),( =yxF , не 
разрешенным относительно зависимой переменной, называется 
неявной функцией.  

Неявная функция может быть как однозначной, так и 
многозначной. Например, функция  является однозначной 
неявной функцией. 

0x ye y⋅ − =

Для доказательства существования неявной функции 
 следует доказать, что существует решение этого 

уравнения, то есть найти функцию )
0),( =yxF

(xy ϕ= , такую, что вы-
полняется равенство 0))(,( =xxF ϕ , ∈∀ ≠∅Xx . 

Определение. Функция задана параметрически, если 
соответствующие значения x и y выражены через третью 

переменную t, называемую параметром, то есть  
⎩
⎨
⎧

=
=

),(
),(

tyy
txx

],[ βα∈t . 

Например, 
cos ,
sin ,

x a t
y a t
= ⋅⎧

⎨ = ⋅⎩
 π20 ≤≤ t  – уравнение окружности 

радиуса а. 
3) Графический 
Определение. Графиком функции называется множество всех точек 
 плоскости, абсциссы которых являются значениями независимой 

переменной х, а ординаты – соответствующими значениями функции 
),( yx

( ).y f x=  Равенство )(xfy =  называется уравнением этого графика [3].  
Функция задана графически, если начерчен ее график.  
Если график функции построен (рис. 8.1), то, чтобы найти 

значение функции )(xfy = , отвечающее какому-нибудь зна-
чению x , необходимо отложить это значение x  по оси абсцисс 
и из полученной точки восстановить перпендикуляр до пересе-
чения с графиком функции. Длина этого перпендикуляра, взятая 
с надлежащим знаком, и равна значению функции . 
Например, 

)(xf
5)2( =f . 
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Рис. 8.1 

 
4) Содержательный. При таком способе задания варианты 

независимой переменной, функции и ее значения формулируются в 
виде правил, законов и т. д. Например, конституция, УК и т. п. 

Замечание. Представленные способы задания имеют свои 
достоинства и недостатки. К недостаткам табличного способа 
задания относится то, что, зная таблицу значений функций, не всегда 
можно найти аналитическое уравнение функции и соответственно 
значения функции в точках, не представленных в таблице. 
Наглядность графического способа задания оказывается неоспо-
римым плюсом, к недостаткам относится неточность определяемых 
значений функции. Абсолютно точным способом задания функции 
является аналитический, так как если известно уравнение (правило) 
функции, то для любого возможного x всегда найдется значение y. 
Самый общий способ задания функции – содержательный, однако он 
чаще используется в гуманитарных дисциплинах и реже в 
математике, например, в теории вероятностей. 

 
Элементарные функции 

Определение. Функции, построенные из простейших эле-
ментарных функций и постоянных при помощи конечного чис-
ла арифметических действий и конечного числа операций взя-
тия функции от функции, называются элементарными.  
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Простейшими считаются функции: 
1) степенная nxy = , Rn∈ ; 

2) показательная ay = , а>0x , а≠1; 
3) логарифмическая xy alog= , а>0
4) тригонометрические: 

, а≠1 ; , 0>x
xy cos= , y x , tgxy= , ctgxy = ; sin=

5) обратные тригонометрические: xy arccos= , xy arcsin= , 
arctgxy = , arcctgxy = . 
Примером неэлементарной функц является 

⎧ 0если , x
ии 

<−

>
=

.0 если ,1

, 1  

x
sy

 
Пусть у является функцией от u

⎪
⎩

⎪
⎨ ==  ,0 если ,0  xignx  

, )(ufy = , u∈U, а u – 
функцией от х, )(xu ϕ= , x ∈ X, тогда у я сложной 
функцией, то есть ))(( xfy

 называетс
ϕ= , определенной для тех x ∈ X, для 

которых значения )(xϕ  входят во множество U. 

Например, ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++ 21 xxy ; = lg 2

110
x

y
x −

=  – сложные 

функ
Пусть функция
ции. 

 )(xfy =  определена на симметричном 
 начала  ьинтервале относительно координат, то ест  )(  , yDxx ∈− . 

Определение. Функция )(xfy =  называется четной, если 
она не изменяет свое значение при изменении знака аргумента, 

( ) ( )т. е. f x f x− = . Функция )y (xf=  зывается нечетной, если 
при изменении знака аргумента знак функции меняется, то 
есть )x . 

Замечание. Отметим, что график четной функции симметри-
чен от и 

на

носительно ос Оу, а нечетной – относительно начала координат. 

()( fxf −=−

Определение. Функция )(xfy = , Xx∈ , называется периодичес-
кой, если существует число 0,T ≠  такое, что )()( xfTxf =± , XTx ∈± . 
Наименьшее число T называется периодом (основным периодом). 
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Задание функций стеме координат 
 

Зададим на плоскости точку O, которую назовем полюсо . 
Проведем из полюса направленную полупрямую, которую наз

 в полярной си

м
о-

вем п л
П  

с пол

вой стрелки, – полярным углом (рис. 8.2). 

Таким образом и опреде-
ляется двумя а величина 
неотрицательная, а  значения от 0 до 2π, 
то есть

о ярной осью. 
сть M – произвольная точка плоскости. Соединим точку Mу

юсом. Длина отрезка OM равна ρ и называется полярным 
радиусом, а угол ϕ, откладываемый от полярной оси к отрезку OM 
против движения часо

 
Рис. 8.2 

, положение точки М на плоскост
координатами ρ и ϕ, причем ρ – всегд

 угол ϕ может принимать
 0≥ρ , )2 ,0[ πϕ ∈ . 
Связь между полярными и декартовыми координатами 

Если совместить полюс с началом координат декартовой 
системы (рис. 8.3), а полярную ось – с осью абсцисс, тогда пря-
моуголь ко  x  ные ординаты и связаны с полярными коор-
динатами

y  
 ρ и ϕ формулами: 

 
ϕρ cos⋅=x , ϕρ sin⋅=y ,                       (14) 

 
а полярные координаты – с декартовыми формулами: 
 

x
yarctg=ϕ22 yx +=ρ .                      (15)  ,  
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Замечание. При нахождении полярного угла точки, опреде-
ленной в декартовой системе коор ат, полезн
следующие из формулы (15):  

дин о использовать 

22
cos

yx

x

+
=ϕ , 

22
sin

yx

y

+
=ϕ ,              (15’) 

которые позволяют определить угол с точностью до четверти. 

 
Пример системе коор-

динат своим уравнением

 

 
Рис. 8.3 

 8.2. Задана функция в полярной 
 ϕρ cos1−= . Необходимо: 

1)  определить точки, лежащие на линии, давая ϕ  значе-

 ния через промежуток, равный
8
π , начиная от 0=ϕ  и до 

πϕ 2= ; 
2) построить линию, соединив полученные точки; 
3) найти уравнение этой линии в прямоугольной 

декартовой системе координат. 

Решение. Придавая углу ϕ значения с шагом 
8

з

π , считаем 

 

ϕ 

начения ρ. 

 0 8/π  4/π 8/3π  2/π  8/5π  43 /π  8/7π  

ρ 0 0,06 0,3 0,62 1 1,38 1,7 1,94 
 



 92

ϕ π 8/9π 4/5π 8/11π 2/3π  8/13π 4/7π 8/15π

ρ 2 1,94 1,7 1,38 1 0,62 0,3 0,06 
 
Для построения графика в полярн  системе координат от-

адыв м у ь, з отмечаем з ия в 
их ах ады  зн я п рны иу соо

ствующих данным полярным углам. Соединяем полученные точ-
ки. Гр

Найдем задание этой линии в декартовой системе ко-
ординат. Для этого воспользуе мулами перехода (15’): 

ой
кл
эт

ае
уч

полярн
 откл

ю ос
ваем

атем 
ачени

начен
х рад

угло
сов, 

ϕ и на 
твет-л оля

афик данной функции построен (рис. 8.4). 

 
 

Рис. 8.4 
 

мся фор

22
22 1

yx +

xyx +=+ . После преобразования 2222 yxxyx ++=+  

возведем правую и левую части этого равенства в квадрат 
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( )2
2 ,y  получаем урав -

картовой системе координат 22222 )( yxxyx +=−+ . 

 
Определение. Функци

2 2 2 2( )x y x x+ − = + нение линии в де

 
Числовые 

я f целочисленного аргумента n: 
)(  называется числовой последовательностью 

ледовател

последовательности 

xnf = n

1 2, ,..., ,...,nx x x  
где nx – общий член последовательности. Числовую пос-

ьность можно записать более компактно: 
}{ nx , Nn∈  или }  :{ Nnx ∈n . 

 
 в виде 

 последовате -
ется 

Замечание. Числовая последовательность всегда состоит 
из счетного (бесконечного) числа членов, поскольку любую
«конечную» последовател ность о представ тьь  можн и

, ,0,0,1 2 ...nx x x  . 
Это обусловлено тем, что «конечные» последовательности 

не представляют теоретического интереса. 
Определение. Числовая льность }{ называ

,...,

nx  
ограниченной, если существует число K, такое, что любой 

член этой последовательности по абсолютной величине не пре-
восходит этого числа, то есть  

 
:)( RK ∈∃  )( Nn∈∀  ⇒ (| | ).nx K≤  

 
Аналогично числовая последовательность называется не-

ограниченной, если для любого фиксиро ого числа существует 
такой номер

 }{ nx  
ванн K 

 )(00 Knn = , что  n > 0n∀  всякий член этой последова-
тельн ого ости по абсолютной величине больше эт числа, то есть 

:)( RK ∈∀  )( 0 Nn ∈∃ , )( 0nn >∀  ⇒ )|(| Kxn > . 
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Предел числовой последовательности 
 

ледовательнос-
ти если для любого сколь угодно малого

Определение. Число a называется пределом пос
 }{ nx ,  0>ε  существует та-
 чи
 n, 

кое сло N , вообще говоря, зависящее от ε, что для всех натураль-
ных больших ,N  выполняется неравенство ε<− || axn , то есть 

)0( >∀ ε  :))( (εNN =∃  )( Nn>∀  ⇒ )|(| ε<−axn . Для вычисления 
предела последов льности используется обоз чение axn

n
ате на =

∞→
lim  

(или ax
n

n
∞→

⎯→⎯ ). 

енОпредел ие. Окрестностью точки nx , Nn∈ , последова-
тельно , соде

ель
, е

аме
колотой окрестности числа а. 

сти }{ nx  называется любой открытый интервал ржащий nx . 
Определение. Число a называется пределом последоват -

ности {x сли в любой его окрестности содержится бесконечное }n
число членов последовательности. 

З тим, что окрестность числа a не обязана содержать это 
число, в этом случае говорят о вы

Пример 8.3. Пусть задана числовая последовательность 

... , ..., ,
4

 ,
3 n

. Докажем, что 111 ,1 ,1 0lim =
→∞ nn

. 

бщий член пос льности

1
2

n
xn

1
= . Решение. О ледовате  Вос-

пользуемся определением и найдем такое число )(εNN = , что 
для любого малого 0>ε  и натурального Nn >  выполняется с :  неравен тво

ε<− 01
n

. Разрешим это неравенство ительно n:  относ ε<− 0
n

, 

N , то модуль автоматически опускается,  

1

так как n∈ и получаем 

ε<
n

 ⇒
1  )(ε

ε
N=> . Таким образом, 0 >

1n ∀ε  найдено 
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ε
ε 1)( =N  такое, что Nn∈∀  выполняется неравенство 

ε<− 01
n

, то есть 01lim =
∞→ nn

. 

В обозначениях через «lim» вычисление предела 
nn

1lim
∞→

 

осуществляется по схеме: 
 

комментарии
lim

        nn
x a

x→∞
∞

⎡ ⎤
= =⎢ ⎥
⎣ ⎦

. 

 
В нашем случае: 
 

011lim =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
∞

=
∞→ nn

. 

 
Замечание. Из определения следует, что последовательность {  

имеет предел, если, начиная с некоторого номера  то есть при 
, все элементы последовательности попадают в 

интервал ( ,

}

),

nx
,N

,...2,1 ++= NNn
a aε ε− +  который называется ε-окрестностью точки а. 

Определение. Последовательность }{ nα  называется бес-
конечно малой, если )0( >∀ ε  ( (N N ))∃ ε= ( Nn>: ) )|(|∀  ⇒ ε<αn

0
, 

то есть lim =
→∞

n
n

α . 

Свойства бесконечно малых 
1) Сумма бесконечно малых есть бесконечно малая. 
2) Произведение бесконечно малой на ограниченную ве-

личину есть бесконечно малая. 
Теорема 8.1. Для того чтобы последовательность }{  имела пре-

дел, равный a, необходимо и достаточно, чтобы 
nx

n nx a α= + , Nn ∈ , 
где , consta = }{ nα  – бесконечно малая последовательность. 
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Определение. Последовательность }  называется бес-
конечно большой, если 

{ nB
)0( >∀ ε  :))(( NN = ε∃  )( Nn >∀  ⇒ 

)|(| ε>nB , то есть ∞=
∞→

n
n

Blim . 

Определение. Последовательность  называется схо-
дящейся, если она имеет конечный предел. 

}{ nx

 
Свойства сходящихся последовательностей 

1) Если для последовательности }{ nx  существует предел, 
равный a, и число ab >  (или ab < ), то существует такое число N, 
что для любого Nn >  следует, что bxn <  (или bxn > ). 

Следствие. Если для последовательности }  сущест-
вует предел, равный a, и 0  (или 0

{ nx
>a <a ), то )( Nn >∀  ⇒ 

 (или )0( >nx 0<nx ). 
2) Если для последовательности }{ nx  существует предел, 

равный a, и для любого номера n, bxn <  или bxn > , то  ba ≤  
или ba ≥ . 

3) Если для последовательностей }{ nx  и }{ ny  сущест-
вуют пределы, равные соответственно a и b, и для любого номе-
ра n выполняется неравенство yx nn < , то ba ≤ .  

О сжатой последовательности 
4) Пусть заданы три последовательности }{ nx , }{ ny , }{ nz , 

для которых выполняется условие: для любого номера n nnn zyx ≤≤ . 
Тогда если последовательности }{ nx  и }{ nz  имеют предел, равный a, 
то и последовательность }{y  имеет предел, равный a. n

5) Если для последовательности }{ nx  существует предел, 
то он единственный. 

6) Если для последовательности }{ nx  существует предел, 
то она ограничена. 

 
 
 
 



 97

Пример 8.4. Вычислим пределы: 

1) =

−⋅−

+⋅+⋅
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∞
∞

=
−⋅−

+⋅+⋅
∞→∞→

222

2

222

2

2

2

23

173
lim

23
173lim

nn
n

n
n

nn
n

n
n

nn
nn

nn
 

2 2

2 2

1 1 1 13 7 3 7 3 7 0 0 3lim 3;1 2 1 2 1 3 0 2 0 11 3 1 3
n

n n

n n
→∞

+ ⋅ + + ⋅ + + ⋅ +∞ ∞= = =
− ⋅ − ⋅− ⋅ − − ⋅ −

∞ ∞

= =  

 
2) ; ∞=∞=

→∞
][lim 22n

n

 

3) =
−++++

=⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −
++++

∞→∞→ 22222
)1(...321lim1...321lim

n
n

n
n

nnn nn
 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−
=

⋅

⋅−
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⋅
+

=

−+=
=

∞→∞→∞→ nn
n

n
nn

n
aa

S

ndaa

nnn
n

n

n

2
1

2
1lim

2
1lim

2
)1(lim

2

)1(

21
1

 

2
11

2
1

=
∞

−= ; 

4) =
−

−
⋅=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

⋅=

⋅=
=⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +++
∞→

−

∞→ 2/11
)2/1(1

2
1lim

1
1

2
1...

4
1

2
1lim

1

1
1 n

n
n

n

n
n

nn
q

qbS

qbb
 

1
2
1:

2
1

2/1
1

2
1

==⋅= . 

 
Определение. Последовательность }{  называется моно-

тонно возрастающей (или монотонно убывающей) при возрас-
тании n, если 

nx

)( Nn∈∀  < 1+nn xx  (или ). 1+> nn xx
Последовательность  называется неубывающей (или 

невозрастающей), если 
}{ nx

)( Nn∈∀   (или ). 1+≤ nn xx 1+≥ nn xx
Определение. Число a является верхней (или нижней) 

гранью последовательности , если:  }{ nx
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1) для всех Nn∈  выполняется неравенство axn≤  (или axn ≥ ); 
2) для любого 0>ε  существует такой номер εn , что 

ε
ε

−> a  (соответственно xn ε
ε

+< a ) и обозначается }sup{ nx  

(или }inf{ nx ). 

xn

Теорема 8.2. Если последовательность }  монотонно 
возрастает (монотонно убывает) и ограничена сверху (снизу), то 
она имеет предел, равный  ( ). 

{ nx

}sup{ nx }inf{ nx

Пример 8.6. Рассмотрим последовательность 
11

n

nx n
⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

, 

. Покажем, что она монотонно возрастает и ограничена сверху. Nn∈
Решение. Воспользуемся формулой бинома Ньютона: 
 

++⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅=+ −− ...)( 22211100 baCbaCbaCba n
n

n
n

n
n

n

nn
n

nn
n baCbaC ⋅⋅+⋅⋅+ −− 0111 ,  

 

где 
!

)1(...)1(
k

knnnC k
n

+−⋅⋅−⋅
=  – число сочетаний из n 

элементов по k элементов [4], 0, 1, 2,...k = , .n N∈  
Определение. Произведение натуральных чисел 1, 2, …, n 

называется эн-факториалом и обозначается символом , то 
есть  

!n
! 1 2 3 ... .n n= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
При этом n ∀ , !)1()!1( nnn ⋅+=+ , по определению 0! 1.=  
Далее, учитывая определение числа сочетаний, имеем 
 

++⋅⋅
−⋅

+⋅⋅+=+ −− ...
!2

)1(
!1

)( 221 bannbanaba nnnn  

nn b
n

nnba
n

nnnn
⋅

⋅⋅⋅−⋅
+⋅⋅

−
+−⋅⋅−⋅

+ −

!
12...)1(

)!1(
)2(...)1( 1 . 

 

Пусть 1=a , 
n
1

=b , тогда +⋅⋅+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ += −

n
n

n
x nn

n

n
11

!1
111 1  
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+⎟
⎠
⎞

⎜
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⎛⋅⋅
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−−⋅⋅−⋅

+⎟
⎠
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⎜
⎝
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+

−
−

12
2 11
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))2((...)1(11
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nnnn
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⋅⋅++=⎟
⎠
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1111
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⎜
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⎛
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nnn
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⎛

+
−⋅

+
+

1
1...

1
21

1
11

)!1(
1

n
n

nnn
. 

 

Так как Nn ∈∀     1+< nn ,    то     
1

11
+

>
nn

 ⇒    

⇒ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1
1111

nn
; 

1
22
+

>
nn

 ⇒ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−<⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

1
2121

nn
; 

…………………………………… 

1
11

+
−

>
−

n
n

n
n  ⇒ ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−<⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −
−

1
1111

n
n

n
n . 

Кроме того,  содержит на одно слагаемое больше, 
поэтому 

1+nx
Nn∈∀  1+< nn xx , то есть последовательность моно-

тонно возрастающая. 
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Ограничим ее сверху: так как Nn∈∀  111 <−
n

, 121 <−
n

, …, 

111 <
−

−
n

n  и 
2
1

!2
1
= , 22

1
22

1
321

1
!3

1
=

⋅
<

⋅⋅
= , 32

1
4321

1
!4

1
<

⋅⋅⋅
= , 

…, 12
1

!
1

−
< nn

, то  

 

=++++<++++<
−12 2

1...
2
1

2
12

!
1...

!3
1

!2
12 nn n

x  

312
2/11

1
2
12

2
1...

2
11

2
12

2 =+=
−

⋅+=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +++⋅+=
−n . 

 
То есть Nn∈∀  3<nx , тогда по теореме о монотонно 

возрастающей ограниченной последовательности для нашей после-
довательности предел существует, обозначим его числом e, тогда 

e
n

n

n
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→∞

11lim . Замечая, что  

 

21 =x , 25,2
2
11

2

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=x , 

3 3

3
1 41 2
3 3

x ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + = ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

, 37,  

44,2
4
5

4
11

44

4 ≈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=x , …, получим, что 32 << e . Это 

трансцендентное число имеет такую же значимость в матема-
тике, как и число π [3]. Иначе говоря,  
 

...7182818285,211lim ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→∞
e

n

n

n
 . 

 
Предел функции 

 
Понятие предела является одним из основных в функцио-

нальном анализе [3]. С помощью предела формулируется множест-
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во других более общих понятий. Большинство новых утверждений 
и результаты в анализе получены благодаря понятию предела. 

Пусть функция )(xfy =  определена в некоторой окрест-
ности точки 0xx = . 

Определение. Число А называется пределом функции  
при , если для любого сколь угодно малого 0

)(xf

0xx → >ε  существу-
ет 0)( >= εδδ , что, как только 0| |x x δ− < , так сейчас же 
| ( ) |f x A ε− < . Через кванторы всеобщности (∀) и существования 
(∃) предел функции запишется формулой )0( >∀ ε  :))(( =δ δ ε∃  

00 | |x x δ< − <  ⇒ (| ( ) | )f x A ε− <  или, что то же самое, 
 

0

lim ( ) .
x x

f x A
→

=  

 
Определение. ε-Окрестностью точки  называется любой от-

крытый интервал с центром в точке  радиуса ε: 
0x

0x 0 0( ,x x ).ε ε− +  
Определение. Число А называется пределом функции  при 

, если для любого x, принадлежащего δ-окрестности точки , 
значения функции )  принадлежат ε-окрестности числа A, где 

)(xf

0xx → 0x
(xf

0)( >= εδδ – сколь угодно малое число, вообще говоря, зависящее от ε. 
Окрестность числа A может быть выколотой. 

Определение. Функция )(xα  называется бесконечно ма-
лой функцией при , если для любого малого 0xx → 0>ε  суще-
ствует такая δ-окрестность точки , что 0x | ( ) |xα ε< , то есть 

)0( >∀ ε  :))(( εδδ =∃  ( 0 | 0 |x x< δ− < ) ⇒ (| ( ) | )xα ε< , что 
эквивалентно записи 

0

lim ( ) 0.
x x

xα
→

=  

Определение. Функция )(xΒ  называется бесконечно 
большой функцией при , если для любого малого 0xx → 0>ε  
существует δ-окрестность точки  такая, что 0x | ( ) |x εΒ > , то есть 
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)0( >∀ ε  :))(( εδδ =∃  ( < − <δ|| 0xx0 ) ⇒ ( | ( ) |x εΒ > ) или 
. ∞=Β

→
)(lim

0
x

xx

Замечание. Символ «∞» является абстракцией, поэтому 
символы «+∞» или «–∞» следует рассматривать как бесконечно 
удаленные точки на числовой оси. Совпадают ли они в «беско-
нечности» или находятся на противоположных сторонах – неиз-
вестно. Все зависит от их физической интерпретации и от пра-
вил действия с числами разных знаков. Под бесконечно боль-
шой величиной следует понимать любую функцию )(xΒ , кото-
рая при  находится от любого конечного числа  на 
сколь угодно большом расстоянии. 

0xx → 0N

Теорема 8.3. Функция, обратная к бесконечно малой, есть 
бесконечно большая функция, и наоборот, то есть 

 

∞=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

→ 0
1

)(
1lim

0 xxx α
; 01

)(
1lim

0
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∞

=
Β→ xxx

. 

 
Основные теоремы о пределах 

Если существуют  и ) , то справедливы 

следующие теоремы: 

)(lim 1
0

xf
xx→

(lim 2
0

xf
xx→

 
1)  )(lim)(lim 11

0
xfCxfC

xxxx →→
⋅=⋅ , constC = ; 

2) )(lim)(lim))()((lim 2121
000

xfxfxfxf
xxxxxx →→→

±=± ; 

3)  )(lim)(lim))()((lim 2121
000

xfxfxfxf
xxxxxx →→→

⋅=⋅ ; 

4)  
)(lim

)(lim

)(
)(lim

2

1

2

1

0

0

0 xf

xf

xf
xf

xx

xx

xx
→

→

→
= , ( 0)(lim 2

0
≠

→
xf

xx
). 
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Вычисление пределов 
 

При вычислении пределов функции необходимо в выра-
жение, стоящее под знаком предела, вместо переменной подста-
вить ее предельное значение. При этом возможны два варианта: 

1. Проведение необходимых вычислений позволяет полу-
чить определенное число (в частности, ноль) или бесконечность, 
что и является ответом. 

2. В результате подстановки предельного значения пере-
менной получаются неопределенные выражения, символические 

обозначения некоторых из них имеют вид 
∞
∞ , 

0
0 , ∞⋅0 , ∞±∞ , 

,   и др. В этом случае для получения результата нужно эти 
неопределенные выражения «раскрыть» (то есть исключить неоп-
ределенность) либо показать, что предела не существует. 

0∞ 00 , ∞1

Замечание. При вычислении пределов функций полезно 
помнить, что по определению ( 0≠= constC ) 

01lim =
→∞ xx

; ∞=
→ xx

1lim
0

; 

0lim =
→∞ x

C
x

; ∞=
→ x

C
x 0
lim ; 

∞=
→∞

x
x
lim ; 0lim

0
=

→
x

x
; 

∞=⋅
→∞

xC
x
lim ; 0lim

0
=⋅

→
xC

x
; 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

<∅
<≤

>∞+
=

+∞→
;0  ,

;10  ,0 
;1  ,

lim
a

a
a

a x
x ⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

<∅
<≤∞+

>
=

−∞→
.0  ,

;10  ,
;1  ,0 

lim
a

a
a

a x
x

 

Пример 8.7. Вычислить: 

1) 

 

 

34
3

12
2/3

36
)3/sin(

93
)/sin(

9lim
33

3
===

+
=

+
→ ππ x

x
x

; 
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 0
9ln

0
)221ln(

42
)21ln(

4lim 2

2

2

2

2
==

⋅+
−

=
⋅+

−
→ x

x
x

; 2) 

 
) ∞2 21/( 1) 1/( 1 1) 1/( 0)

1
lim(1 3 ) (1 3 ( 1)) 4 4 .x

x
x + − + + +

→−
− ⋅ = − ⋅ − = = =3 +∞

Замечание. Символическая запись

 

 
0
1  ( ∞=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

→ 0
1

)(
1lim

0 xxx α
, 

где )(xα  – б.м. при ), стоящая под знаком предела, 
чает  ноль, 

0xx →
озна деление не на а на число, стремящееся к нулю, 

так и 
∞
1  ( 011lim =⎤⎡=

x )(0
⎥⎦⎢⎣∞Β→ xx

, )(xΒ  – б.б. при ) – это не 

бесконечности, при этом 

0xx →

деление на бесконечность, а деление на число, стремящееся к 

∞=⎥⎦
⎤⎡1  и ⎢⎣0

01
=⎤⎡ . ⎥⎦⎢⎣∞

Теперь рассмотрим методы раскрытия различных видов 
неопр

сть вида 

еделенностей. 

Неопределенно
∞
∞ . При вычислении пределов 

отношения многочленов с неопределенностью 
∞
∞  при ∞→x  

определяют старшую степень переменной x дл числи  
знаменателя и делят числитель и знаменатель дроби, стоящей 
под знаком предела, на x в этой степени. 

 

я теля и

ример 8.8. Вычислить: 

1) 

П

 =

⋅−⋅

+⋅−⋅
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∞
∞

=
⋅−⋅

+⋅−⋅
∞→∞→

3

3

3

333

3

3

3

52

132
lim

52
132lim

x
x

x
x

xx
x

x
x

xx
xx

xx
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5
2

52

132
lim

2

32
−=

−

+−
=

∞→

x

xx
x

; 

 

2)  ∞=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

+−

++
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∞
∞

=
+⋅−⋅

+⋅+
∞→∞→ 0

1
152

123

lim
152

23lim

432

34

2

4

xxx

xx
xx
xx

xx
; 

 

3)  =
+−+

+−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
∞
∞

=
+⋅−⋅+⋅

+⋅−⋅
∞→∞→

32

32

23

2

1745

723

lim
1745

723lim

xxx

xxx
xxx

xx
xx

 

0
5
0
== . 

 

Неопределенность вида 
0
0 . При вычислении пределов 

отношения многочленов с неопределенностью 
0
0  при  

необходимо при помощи алгебраических преобразований пред-
ставить эти многочлены в виде произведения сомножителей, 
одним из которых будет (

0xx →

0xx − ). 
 
Пример 8.9. Вычислить: 

1)  =
+⋅+−

+−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

−

−
→→ )42)(2(

)2)(2(lim
0
0

8
4lim 223

2

2 xxx
xx

x
x

xx
 

3
1

4222
22

42
)2(lim 222

=
+⋅+

+
=

+⋅+

+
=

→ xx
x

x
; 
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2)  =
−+
−⋅+

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

−⋅−

−⋅−⋅
−→−→ )3)(1(

)52)(1(lim
0
0

32
532lim

12

2

1 xx
xx

xx
xx

xx
 

4
31

4
7

31
52

3
52lim

1
−=

−
=

−−
−−

=
−
−⋅

=
−→ x

x
x

; 

 

3) =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

−−

+−−
−→ 0

0
6

62lim 22 xx
xx

x
 

=
++−−+

++−+−−
=

−→ )62)(3)(2(
)62)(62(lim

2 xxxx
xxxx

x
 

=
++−−+

+−−
=

−→ )62)(3)(2(
)6()2(lim

2 xxxx
xx

x
 

10
1

)22(5
2

)62)(3)(2(
)2(2lim

2
=

+−
−

=
++−−+

+⋅−
=

−→ xxxx
x

x
. 

 
Первый замечательный предел 

 
Теорема 8.4. Предел отношения синуса бесконечно 

малого угла к величине этого угла в радианах равен единице, то 
есть 

1sinlim
0

=
→ x

x
x

. 

 
Этот предел называется первым замечательным пределом. 

Легко показать (покажите), что имеют место следующие 
пределы: 

 

0
lim 1;

sinx

x
x→
=  

0

arcsinlim 1;
x

x
x→

=  
0

lim 1;
x

arctgx
x→

=

1
)(

)(sinlim
0

=
→ x

x
xx α

α , если α . 

 

 0)(
0xx

x
→
⎯→⎯
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Пример 8.10. Вычислить: 

=
⋅⋅

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=
02lim xtg

− →→ )/sin22cos
2sinlim

0cos1 00 x
x

x xx
 1)  

2(2 x

=
⋅⋅

⋅⋅
=

⋅⋅⋅
⋅

=
→→ 20220 2cos2

42lim
)2/())2//()2/(sin(2cos2

2)2/2(sinlim
xx

x
xxxx

xxx
xx

 

∞=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

⋅
=

→ 0
4

2cos
4lim

0 xxx
; 

 

2)  =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
→−=

+=→−
=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡=

→ 0  ,1
1  ,01

0
0

)3sin(
)sin(lim

1 yxy
yxx

x
x

x π
π  

=
+⋅
+⋅

=
+⋅
+⋅

=
→→ )33sin(

)sin(lim
))1(3sin(
))1(sin(lim

00 ππ
ππ

π
π

y
y

y
y

yy
 

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⋅+
−=+

=
⋅+⋅⋅

+⋅
=

→ απα
απα

ππ
ππ

sin)2sin(
sin)sin(

)33sin(
)sin(lim

0 y
y

y
 

=
⋅⋅−
⋅−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+
−=+

=
→ )3sin(

)sin(lim
sin)2sin(
sin)sin(

0 y
y

y π
π

απα
απα

 

3
1

3
lim

3))3/()3(sin(
))/()(sin(lim

00
=

⋅⋅
⋅

=
⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅

⋅⋅⋅⋅
=

→→ y
y

yyy
yyy

yy π
π

πππ
πππ . 

 
Второй замечательный предел 

ак называется предел 
 
Т
 

e
x

x

x
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

→∞

11lim , 

 
где число e нами определено ак предел последовательности к

⎪⎭

⎪⎫⎪⎧ ⎞⎛
n1
⎬

⎪⎩
⎨ ⎟

⎠
⎜
⎝
+

n
1  (см. пример 8.6). 
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Обычно ( )1/

0
lim 1 x

x
x e

→
+ =  или следствие из него ( ) ex x

x
=+

→∞

)(/1

)(
)(1lim α

α
α  

используется для раскрытия неопределенности вида . ∞1
Очевидно, что структура предела предполагает, чтобы 

основание степени было представлено в виде ))(1( xα+ , где 
0)( →xα , а показатель степени должен быть величиной, обрат-

ной к )(xα . 
 

Пример 8.11. Вычислить: 

1)  
3 1 3 12 1 2 1lim 1 lim 1 1

2 4 2 4

x x

x x

x x
x x

⋅ − ⋅ −
∞

→∞ →∞

⋅ − ⋅ −⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎡ ⎤= = + − =⎟  ⎜ ⎟ ⎜⎣ ⎦⋅ + ⋅ +⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+⋅
−

+=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+⋅
−⋅−−⋅

+=
−⋅

∞→

−⋅

∞→

1313

42
51lim

42
42121lim

x

x

x

x xx
xx  

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+⋅
−

+=
−⋅⋅

+⋅
−

⋅
−
+⋅

∞→

)13(
42

5
5

42

42
51lim

x
x

x

x x
 

2/15/42
/51542

515

5
42

lim
42

51lim −+
+−

∞→

+⋅
+⋅−

−
+⋅

∞→
==

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+⋅
−

+= ee
x

x
x

x

x
x

x

x
; 

 
2) ( )1/(2 )

0
lim 1 sin(3 ) 1x

x
x ⋅ ∞

→
⎡ ⎤− ⋅ = =⎣ ⎦  

=⋅−+= ⋅
⋅−

⋅
⋅−

→

x
x

x
x

x 2
)3sin(

)3sin(
1

0
)))3sin((1(lim  

2/32
3

3
)3sin(

0

2
)3sin(

)3sin(
1

0
lim)))3sin((1(lim −⋅

⋅
⋅

⋅
⋅

−

→

⋅
⋅−

⋅−

→
==

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡
⋅−+= eex x

x
x

x

x

x
x

x
x

. 
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Эквивалентные функции 
 

Определение. Если )(xα  и )(xβ  – бесконечно малые при 

 и 0xx → 0
)(
)(lim

0
≠=

→
C

x
x

xx β
α , C const= , то функции )(xα  и 

)(xβ  называются бесконечно малыми одного порядка, если же 
, то говорят, что )0=C (xα – бесконечно малая более высокого 

порядка, чем )(xβ  при . Если 10xx → =C , т. е. 1
)(
)(lim

0
=

→ x
x

xx β
α , 

то функции )(xα  и )(xβ  называются эквивалентными бес-
конечно малыми при  и обозначаются: 0xx → )(xα ∼ ( ).xβ  

Определение. Функция )(xα  называется бесконечно малой 
порядка n по сравнению с функцией )(xβ , если  

( )
0

)(
)(lim

0
≠=

→
C

x
x

nxx β
α , , constC = Nn∈ . 

 
Таблица эквивалентных бесконечно малых величин 

( 0)( →xα )  
1) )(sin xα ∼ )(xα ; 6) )(xtgα ∼ )(xα ; 
2) )(arcsin xα ∼ )(xα ; 7) )(xarctgα ∼ )(xα ; 

3) 
))(1(log xa α+ ∼ ax ln/)(α , 

, 0>a 1≠a ; 
8) 1)( −xaα ∼ ax ln)( ⋅α , 

, 0>a 1≠a ; 
4) ))(1ln( xα+ ∼ )(xα ; 9) 1)( −xeα ∼ )(xα ; 

5) )(cos1 xα− ∼ 2/)(2 xα ; 10) 1)(1 −+n xα ∼ nx /)(α , 
Nn∈ . 

 
Рассмотрим примеры вычисления пределов с использованием 

бесконечно малых величин. 
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Пример 8.12. Вычислить: 

3 2 2 2 20 0

sin3 ~ 3 ,  3 0;sin3 sin5 0 3 5lim lim 15.
sin5 ~ 5 ,  5 0;( ) 0 (1 )x x

x x xx x x x
x x xx x x x→ →

→⎡ ⎤⋅ ⋅⎡ ⎤= = = =⎢ ⎥⎢ ⎥ →− ⋅⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⋅ ⋅
−

 

Отметим в заключение, что при вычислении пределов 
нужно комбинировать различные приемы и методы. Для рас-

крытия неопределенностей вида 
0
0  и 

∞
∞  также применяется 

правило Лопиталя, использующее аппарат дифференцирования 
функций (тема 9). 

 
Непрерывность функции 

 
Определение. Если в определении предела функции 

 при , )(xfy = 0xx → 0xx <  (или ), то говорят, что имеет 
место предел слева (или предел справа), который обозначается 

0xx >

)0()(lim 0
00

−=
−→

xfxf
xx

 (или )0()(lim 0
00

+=
+→

xfxf
xx

). В этом 

случае говорят об односторонних пределах. 
Теорема 8.5. Для того чтобы существовал предел функции 

 при )(xfy = 0 ,x x→  необходимо и достаточно, чтобы 
 (то есть односторонние пределы 

совпадают). 

)(lim)(lim
00 00

xfxf
xxxx +→−→

=

Пример 8.13. Вычислить односторонние пределы в точке 

 функции 0=x
x

arctgy 1
= . 

Решение. 
2

)(1lim
0

π
=+∞=

+→
arctg

x
arctg

x
, 

2
)(1lim

0

π
−=−∞=

−→
arctg

x
arctg

x
. Так как )0()0( +≠− ff , то предел 

функции 
x

arctgy 1
=  при 0  не существует. →x

Определение. Функция )(xfy =  называется непрерывной 
в точке , если выполняются следующие условия: 0xx =
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1) функция )(xfy =  определена в точке 0xx = , то есть 
существует значение этой функции в данной точке, равное )( 0xf ; 

2) односторонние пределы этой функции существуют, 
равны между собой и совпадают со значением функции в дан-
ной точке, то есть 

0 0
00 0

lim ( ) lim ( ) ( ).
x x x x

f x f x f
→ − → +

x= =  

Определение. Если функция )  непрерывна в каждой 
точке некоторого интервала, то говорят, что функция непрерывна на 
этом интервале. 

(xfy =

Отметим важные теоремы о непрерывности функций. 
Теорема 8.6. Всякая элементарная функция непрерывна в 

каждой точке, в которой она определена. 
Теорема 8.7. Если функции  и  непрерывны в 

точке , то их сумма, разность, произведение и частное 
(если существует 

)(1 xf )(2 xf

0xx =
0)(lim 1

0
≠

→
xf

xx
 или 0)(lim 2

0
≠

→
xf

xx
) также 

являются непрерывными функциями. 
Теорема 8.8. Если функция )(xu ϕ=  непрерывна в точке 
, а )  непрерывна в точке 0xx = (uf )( 00 xu ϕ= , то сложная 

функция ))(( xf ϕ  непрерывна в точке 0xx = . 
 

Классификация точек разрыва 
Если в точке 0xx =  нарушается какое-либо условие 

непрерывности функции, то точка  называется точкой 
разрыва функции. 

0xx =

Разрыв 1-го рода. Точка разрыва 0xx =  называется точкой 
разрыва 1-го рода функции )(xfy = , если односторонние пре-
делы , )0( 0 +xf )0( 0 −xf  существуют, конечны, а разность 

Cxfxf =−−+ )0()0( 00 , +∞<||C , называется скачком функции  
в точке . Точка  разрыва 1-го рода, в которой скачок функции равен 0 
(

)(xf

0x 0x
)0()0( 00 −=+ xfxf ), называется точкой устранимого разрыва. 
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Разрыв 2-го рода. Точка разрыва 0xx =  называется точ-
кой разрыва 2-го рода функции )(xfy = , если хотя бы один из 
односторонних пределов )0( 0 +xf , )0( 0 −xf  не существует 
или равен ∞. 

Пример 8.14. Классифицировать точки разрыва функции: 

1) 
2
42

−
−

=
x

xy ; 2) 
x
xy ||

= ; 3) 
4

1
2 −
+

=
x
xy . 

 
Решение. 1) Функция определена для всех действи-

тельных х, за исключением точки . В этой точке наруша-
ется первое условие непрерывности. Значит, точка 2

2=x
=x  явля-

ется точкой разрыва. Вычислим односторонние пределы: 
 

4)2(lim
)2(

)2)(2(lim
2
4lim

0202

2

02
=+=

−
+−

=
−
−

−→−→−→
x

x
xx

x
x

xxx
; 

4)2(lim
)2(

)2)(2(lim
2
4lim

0202

2

02
=+=

−
+−

=
−
−

+→+→+→
x

x
xx

x
x

xxx
. 

 
Таким образом, точка 2=x  – точка устранимого разрыва.  
2) Так как функция не определена в точке 0=x , то вычислим 

односторонние пределы функции в окрестности этой точки: 

1lim||lim
00

−=
−

=
→−→ x

x
x
x

xx
, 1lim||lim

00
==

→+→ x
x

x
x

xx
. 

 
Поскольку пределы существуют, конечны, но не равны 

между собой, то точка 0=x  – точка разрыва 1-го рода. 
3) Точка 2±=x  является точкой разрыва 2-го рода, так как: 

 

=
+−−−−−

+−−
=

+−
+

=
−

+
−−→−−→ )202)(202(

102
)2)(2(

)1(lim
4

1lim
02202 xx

x
x
x

xx
 

 

−∞=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
+
−

=
0
1 , +∞=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡
−
−

=
+−

+
=

−
+

+−→+−→ 0
1

)2)(2(
)1(lim

4
1lim

02202 xx
x

x
x

xx
, 
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−∞=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
−

=
+−

+
=

−
+

−→−→ 0
3

)2)(2(
)1(lim

4
1lim

02202 xx
x

x
x

xx
,  

 

+∞=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡
+

=
+−

+
=

−
+

+→+→ 0
3

)2)(2(
)1(lim

4
1lim

02202 xx
x

x
x

xx
. 

 
Примеры 8.15. Исследуем на непрерывность следующие 

функции: 

1) 1
1

2 −= xy ; 2) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≥−
<≤−

<⋅

=
.1     ,1

;10 ,1

;0      ,3
2

2

xx
xx

xx

y  

 
Решение. 1) Функция определена на всей числовой оси, 

кроме точки 1=x , значит, как элементарная функция, она 
всюду непрерывна в области определения. Исследуем функцию 
на непрерывность в точке 1=x : 

 

[ ] 022lim 1
1

01
== ∞−−

−→
x

x
; [ ] +∞== ∞+−

+→
22lim 1

1

01
x

x
. 

 
Точка 2=x  – точка разрыва 2-го рода. График этой 

функции имеет следующий вид (рис. 8.5). 
2) Функция определена на всей числовой оси, однако для 

разных промежутков функция задана различными уравнениями, 
причем в каждом из промежутков функция является непрерывной, 
поэтому разрывы могут быть только на границах промежутков. Итак, 
подозрительными на разрыв будут точки 01 =x  и 12 =x . 

Рассмотрим точку 01 =x .  
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( ) 03limlim 2
00

=⋅=
−→−→

xxf
xx

; ( ) 11limlim 2
00

=−=
+→+→

xxf
xx

; 

( ) 1010 =−=f . 
 

Так как )0()0( −≠+ ff  и конечны, значит, точка 01 =x  – 
точка разрыва 1-го рода. 

Рассмотрим точку 12 =x . 

( ) 2

1 0 1 0
lim lim 1 0

x x
f x x

→ − → −
= − = ; ( ) ( ) 01limlim

0101
=−=

+→+→
xxf

xx
; 

( ) 0111 =−=f . 
 

Имеем: )1()01()01( fff =−=+ . Значит, в точке 12 =x  
функция непрерывна.  

Построим график этой функции (рис. 8.6). В точке 0=x  
принимает значение, равное 1 (на рис. 8.6 изображено точкой). 

 

 
Рис. 8.5 
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Рис. 8.6 

 
ТЕМА 9. Дифференциальное исчисление 

 
Определение производной 

 
Пусть функция )(xfy =  определена и непрерывна на 

интервале ) . Зададим аргументу ),( ba ,( bax∈  некоторое приращение 
, тогда функция xxxx −Δ+=Δ )( )(xfy =  получит приращение 

)()( xfxxfy −Δ+=Δ . Составим отношение приращения функции к 
приращению аргумента: 

 

x
xfxxf

x
y

Δ
−Δ+

=
Δ
Δ )()( . 

 
Рассмотрим предел этого отношения при 0→Δx : 
 

x
xfxxf

x
y

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

→Δ→Δ

)()(limlim
00

. 
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Определение. Производной функции )(xfy =  в точке x 
называется предел (если он существует) отношения приращения 
функции  к приращению аргумента yΔ xΔ , когда последнее 
стремится к нулю ( 0→Δx ). 

Таким образом, получаем  

x
yy

x Δ
Δ

=
→Δ 0

lim'                                    (16) 

 
или  

x
xfxxfy

x Δ
−Δ+

=
→Δ

)()(lim'
0

.                       (17) 

 
Замечание. При вычислении производной функции по опреде-

лению возникает неопределенное выражение вида 
0
0 . Раскрывая эту 

неопределенность, выясняем существование предела и тем самым 
производной функции в точке x. 

Для обозначения производной функции )(xfy =  часто 
используют также символы: 

 

)(' xf , )(xf
dx
d ,  xy' .

 
Если в каждой точке ( , )x a b∈  существует производная , 

то функция  называется дифференцируемой на интервале 
, а операция нахождения производной функции называется 

дифференцированием. 

'y
)(xfy =

),( ba

 
Геометрический смысл производной 

 
Касательной к кривой )(xfy =  в точке  называется 

прямая, являющаяся предельным положением секущей 
0M

0 ,M M  
когда точка M, двигаясь по кривой, неограниченно прибли-
жается к точке  (рис. 9.1). 0M
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Рис. 9.1 

 
Рассмотрим график непрерывной на )  функции ,( ba )(xfy =  

(рис. 9.2), имеющей в точке  невертикальную касате-
льную. Найдем угловой коэффициент этой касательной: 

),( 000 yxM
ϕtgk = , где 

ϕ  – угол наклона касательной к оси Ox . 
Придадим переменной x приращение xΔ , функция )(xfy =  

также получит приращение yΔ , соответствующей ему точкой на 
кривой будет , где ),( yxM xxx Δ+= 0 , yyy Δ+= 0 . Проведем 
секущую  и обозначим через ψ угол между секущей  и 
осью Ox. Рассмотрим треугольник 

MM 0 MM 0

0 ,M MN  тогда ψ=∠ NMM 0 . 
Угловой коэффициент секущей равен 

 

x
y

xx
yy

NM
MNtgkсек Δ

Δ
=

−
−

===
0

0

0
ψ . 

 
Из непрерывности функции следует, что при 0→Δx  

приращение  также стремится к нулю; но тогда точка М, двигаясь по yΔ
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кривой, в пределе совпадает с точкой 0 ,M а секущая, поворачиваясь в 
точке 0 ,M  в пределе переходит в касательную, тогда  

 
ψϕ tgtg

x 0
lim
→Δ

= . 

 
Поэтому угловой коэффициент касательной равен: 
 

)(limlimlim 0
000

xf
x
ytgktgk

xx
сек

MM
′=

Δ
Δ

====
→Δ→Δ→

ψϕ . 

 

 
Рис. 9.2 

 

Таким образом, геометрически производная )( 0xf ′  в точке  
равна угловому коэффициенту касательной к графику функции 

 в точке, абсцисса которой равна , или, что то же самое, 
тангенсу угла наклона касательной в точке )  к оси абсцисс.  

0x

)(xfy = 0x
,( 000 yxM
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Правила дифференцирования, таблица производных 
 

Для вычисления производных необходимо знать правила 
дифференцирования и формулы, определяющие производные прос-
тейших функций. Вывод этих правил и формул основывается на 
определении производной функции. 

 
Правила дифференцирования 

Пусть )(xuu = , )(xvv =  – дифференцируемые функции на 

интервале , ),( ba constC = . 

1. 0)'( =C . 
Доказательство. Пусть Cy = , придадим переменной xΔ  

приращение, тогда 0=−=Δ CCy . Составим отношение 0 0y
x x

Δ
= =

Δ Δ
 

и вычислим предел 00limlim
00

==
Δ
Δ

→Δ→Δ xx x
y . 

 
2.  1' =x . 
Доказательство. Пусть xy = , тогда ( )y x x x xΔ = +Δ − = Δ , 

1=
Δ
Δ

=
Δ
Δ

x
x

x
y . По определению имеем 11limlim

00
==

Δ
Δ

→Δ→Δ xx x
y . 

 
3. )('))'(( xuCxuC ⋅=⋅ . 
Доказательство. Пусть )(xuCy ⋅=  и функция )(xuu =  – 

дифференцируемая на интервале , т. е. ),( ba

x
xuxxu

x
uxu

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=
→Δ→Δ

)()(limlim)('
00

. Придадим переменной x 

приращение, тогда функции y, u также получат приращение: 
uCxuxxuCxuCxxuCy Δ⋅=−Δ+⋅=⋅−Δ+⋅=Δ ))()(()()( , 

.y C u
x x

Δ ⋅Δ
=

Δ Δ
 Переходя к пределу при 0→Δx , получаем 

0 0
( ( )) ' lim lim '(

x x

C u uC u x C C u x
x xΔ → Δ →

).⋅Δ Δ
⋅ = = ⋅ = ⋅

Δ Δ
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4. )(')('))'()(( xvxuxvxu ±=± . 
Доказательство. Пусть )()( xvxuy ±= , )(xuu = , )(xvv =  – 

дифференцируемые функции на интервале , т. е. ),( ba
 

x
xuxxu

x
uxu

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=
→Δ→Δ

)()(limlim)('
00 ,

x
xvxxv

x
vxv

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=
→Δ→Δ

)()(limlim)('
00 . 

 
Запишем приращение функции, соответствующее приращению 

переменной : xΔ
±−Δ+=−Δ+±Δ+=Δ ))()(()()()()( xuxxuxvxuxxvxxuy m  

( ( ) ( ))v x x v x u v± + Δ − = Δ ± Δ . 
По определению производной и свойствам пределов функций 

получаем: 
 

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

Δ
Δ

±
Δ
Δ

=
Δ
Δ±Δ

=±
→Δ→Δ x

v
x
u

x
vuxvxu

xx

)limlim))'()((
00

)(')('limlim
00

xvxu
x
v

x
u

xx
±=

Δ
Δ

±
Δ
Δ

=
→Δ→Δ

. 

 

5. '')'( vuvuvu ⋅+⋅=⋅ . 
Доказательство. Пусть ( ) ( )y u x v x= ⋅ , где )(xuu = , )(xvv =  

– дифференцируемые функции на интервале : ),( ba
 
 

x
xuxxu

x
uxu

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=
→Δ→Δ

)()(limlim) ( ' 
00 , 

x
xvxxv

x
vxv

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=
→Δ→Δ

)()(limlim)('
00 . 

 
Если независимая переменная получит приращение xΔ , 

тогда функции y, u, v также получат приращение, т. е. 
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−Δ+⋅Δ+=⋅−Δ+⋅Δ+=Δ )()()()()()( xxvxxuxvxuxxvxxuy
 

=⋅−Δ+⋅+Δ+⋅− )()()()()()( xvxuxxvxuxxvxu  
=−Δ+⋅+−Δ+⋅Δ+= ))()(()())()(()( xvxxvxuxuxxuxxv

vxuuxxv Δ⋅+Δ⋅Δ+= )()( . 
 
По определению производной и свойствам пределов 

функций получаем: 
 

=
Δ

Δ⋅+Δ⋅Δ+
=⋅

→Δ x
vxuuxxvxvxu

x

)()(lim))'()((
0

 

=
Δ
Δ

⋅+
Δ
Δ

⋅Δ+=
→Δ→Δ→Δ x

vxu
x
uxxv

xxx 000
lim)(lim)(lim  

)(')()(')( xvxuxuxv ⋅+⋅= . 

6. 
)(

)(')()()('
)(
)(

2 xv
xvxuxvxu

xv
xu ⋅−⋅

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
, 0)( ≠xv . 

Доказательство. Пусть 
)(
)(

xv
xuy = , 0)( ≠xv  и )(xuu = , 

 – дифференцируемые функции на интервале ( , : )(xvv = )a b

x
xuxxu

x
u

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

→Δ→Δ

)()(limlim
00

xu =)(' , 

x
xvxxv

x
vxv

xx Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=
→Δ→Δ

)()(limlim)('
00

. 

 
Приращению xΔ  соответствуют приращения функций  

y, u, v, тогда:  
 

=
⋅Δ+

Δ+⋅−⋅Δ+
=−

Δ+
Δ+

=Δ
)()(

)()()()(
)(
)(

)(
)(

xvxxv
xxvxuxvxxu

xv
xu

xxv
xxuy

 
=

⋅Δ+
⋅+Δ+⋅−⋅−⋅Δ+

=
)()(

)()()()()()()()(
xvxxv

xvxuxxvxuxuxvxvxxu
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=
⋅Δ+

−Δ+⋅−−Δ+⋅
=

)()(
))()(()())()(()(

xvxxv
xvxxvxuxuxxuxv

 

)()(
)()(
xvxxv

vxuuxv
⋅Δ+

Δ⋅−Δ⋅
= . 

 
По определению производной и свойствам пределов 

функций имеем: 
 

=
⋅Δ+⋅Δ
Δ⋅−Δ⋅

=
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→Δ )()(

)()(lim
)(
)(

0 xvxxvx
vxuuxv

xv
xu

x
 

)(
)(')()()('

)()(
)/()()/()(lim 20 xv

xvxuxvxu
xvxxv

xvxuxuxu
x

⋅−⋅
=

⋅Δ+
ΔΔ⋅−ΔΔ⋅

=
→Δ

. 

 
Пример 9.1. Найти производную функции по определению:  

1) ; 2) 2xy = xy = ; 3) xy sin= . 
 
Решение 
1) . Значению независимой переменной x соответ-

ствует значение функции , 

2xy =
2)( xxf = ,x R∈  значению xx Δ+  

соответствует значение функции . По оп-
ределению производной (17) имеем: 

2)()( xxxxf Δ+=Δ+

 

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

Δ
−Δ+

=
Δ

−Δ+
=

→Δ→Δ 0
0)(lim)()(lim'

22

00 x
xxx

x
xfxxfy

xx
 

=
Δ

Δ+⋅⋅Δ
=

Δ
−Δ+Δ⋅⋅+

=
→Δ→Δ x

xxx
x

xxxxx
xx

)2(lim)(2lim
0

222

0

xxx
x

2)2(lim
0

=Δ+⋅=
→Δ

. Таким образом, . xx 2)'( 2 =

 

2) xy = . Запишем приращение функции xy = , соответ-
ствующее приращению независимой переменной xΔ  ( ): 0>x

xxxy −Δ+=Δ . По определению производной функции имеем: 
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=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

Δ
−Δ+

=
Δ
Δ

=
→Δ→Δ 0

0limlim'
00 x

xxx
x
yy

xx

=
−Δ+⋅Δ

+Δ+−Δ+
=

→Δ )(
))((lim

0 xxxx
xxxxxx

x
 

xxxxxxxx
xxx

xx ⋅
=

+Δ+
=

+Δ+⋅Δ
−Δ+

=
→Δ→Δ 2

11lim
)(

lim
00

, 

 

т. е. 
x

x
⋅

=
2

1)'( . 

3) Значению аргумента x соответствует значение 
функции 

xy sin= . 
xxf sin)( = , а значению соответствует значение 

функц
xx Δ+  

ии )sin()( xxxxf Δ+=Δ+ . 
Найдем приращение функции:  

=
+Δ+

⋅
−Δ+

⋅=−Δ+=Δ
2

cos
2

sin2sin)sin( xxxxxxxxxy

2
2cos

2
sin2 xxx Δ+⋅

⋅
Δ

⋅= , 

 
вычислим предел: 

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

Δ

Δ+⋅
⋅

Δ
⋅

=
Δ
Δ

→Δ→Δ 0
02

2cos
2

sin2
limlim

00 x

xxx

x
y

xx
 

xxx
x

xxx

xx
cos

2
coslim

2
аким образом, получаем .

2
cos

2
sin

lim
00

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

+=
Δ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

+⋅
Δ

=
→Δ→Δ

. 

cos)(sin xx =′  Т
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Таблица производных стейших функций 

 

1) 

 про

8) 
1(log ) ' ,
lna x

x a
=

⋅
 0>a , 

1≠a ; 

1)( −⋅=′ nn xnx , Rn∈ ; 

2) 9) aaa xx ln)'( ⋅= , 0>a , 
1≠a ; x

x 1)(ln =′ ; 

3) 10) xx ee =)'( ; xx sin)'(cos −= ; 

4) 11) xx cos)'(sin = ; 
x

ctgx 2sin
1)'( −= ; 

12) 21

1)'(arccos
x

x
−

−= ; 5) 
x

tgx 2cos
1)'( = ; 

6) 21

1)'(arcsin
x

x
−

= ; 13) 21
1)'(
x

arcctgx
+

−= . 

7) 21
1)'(
x

arctgx
+

= ;   

имер 9.2. Найти производную функции:  

);  2) 

 
 

Пр
2 3( 5 ) ( 2y x x x= + ⋅ ⋅ −

xx
xxy

sincos
sincos

−
+

= . 1) 

 
Решение 
1) Воспользуемся правилом дифференцирования произведения 

функций: 

⋅=⋅+⋅⋅+−⋅+⋅= 34223 542)5(3)2()52( xxxxxxxx

=⋅+⋅′−+−⋅′⋅+=′ )5()2()2()5( 2332 xxxxxxy  

−⋅+⋅−

10420515310 3434 −⋅−⋅+⋅=⋅+⋅+− xxxxx . 
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2) По правилу дифференцирования дроби имеем: 

=
′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
+

=
xx
xxy

sincos
sincos'

=
−

−⋅+−−⋅+
= 2)sin(cos

)'sin(cos)sin(cos)sin(cos)'sin(cos
xx

xxxxxxxx  

=
−

−−⋅+−−⋅+−
= 2)sin(cos

)cossin()sin(cos)sin(cos)cossin(
xx

xxxxxxxx  

=
+⋅⋅−
++−

=
xxxx

xxxx
22

22

sinsincos2cos
)sin(cos)sin(cos

=
−

+⋅⋅+++⋅⋅−
=

x
xxxxxxxx

2sin1
sinsincos2cossinsincos2cos 2222

x2sin
 

1
2

−
= . 

Производные сложной и обратной функци
 

 9.1. дная сложной функции 

й 

Теорема Произво ( ))(xfy ϕ=  
или y =  ),(xu),(uf  где ϕ=  равна произведению прои д ой 
функции )(uf  по промежуточному аргументу )(xu

зво н
ϕ=  на 

производную промежуточного аргумента по независимой 
переменной x: 

 
( ) )('))(( '' xfxf ϕϕ ⋅=  или uyy '''ϕ x xu= ⋅ . 

имер 9.3. и роизводную функции:  

1) 

 
Пр Найт  п

21

1y = ; 2) 
x+

xarctgy = . 
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 2/12)1( −+= xy  1) Представим данную функцию как степенную
и найдем ее производную: 

3232
22/32

))1(2

21()1(
2
1'

x

x

x

xxxy
+⋅

⋅
−+⋅+⋅−= − . 

1(
)' −=

+
=

2) 
)1(2

1)(
)(1

1
+

)'( 2 xx
x

x
xarctgy

+⋅⋅
=′⋅==′ . 

 
иОпределен е. Пусть функция )(xfy =   на 

множестве
на Y щая значе

определена
 X со значениями из множества я, определенная 

и сопоставляю нию
 Y. Функци

 Yy∈  такое Xx∈ , что yxf =)( , 
назыв и fy =ается обратной для функци )(x  и обозначается 

)(1 yfx −= Yy

 

, ∈  (то есть xxff ==− ))))(( 1 ). 
Для существования на ),( ba  функции, обра й к )(xf , не-

обходимо, чтобы )(xf  б монотонна, то есть ),(, 21 baxx

xff − ((1

тно
ыла строго ∈∀ : 

1 2 ,x x<  или )()( 21 xfxf < , и и )( 2xf
Теорема 9.2. Если фу  )

л 1 xf> . 
нкция

()
(xfy =  строго монотонна на 

интервале ),( ba  и имеет производную 0)(' ≠xf  в каждой точке 

этого интервала, то обратная к ней функ )(1 yfx −=  ц яи  

существует и имеет производную ( )′− (1 уf  в соответствующей 

оп еделяем е 

)

точке, ую по формр ул ( )
)(xf ′

1)(1 уf y =
′−  или 

x
y y

x =′
1 . 
′

ратн
йти производную функции 

Таким образом, производна  обратной функции равна об-
ой величине производной данной функции. 
Пример 9.4. На

я

xy arcsin= , 
)1 ,1 . 

Решение. Обратной к функции xy arcsin=  является функ-

ция yx sin= , )2/,2/(

(−∈x

ππ−∈y , тогда yyxy cos)'(sin' == .  
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Тогда по теореме о дифференцировании обратной функ-
ции имеем: 

 

22'
1

1111)'(arcsi x ==== . 
sin1 xyy −−

Дифференцирование неявных и параметрически
зада

cos)(sin
n

yy

 

Если неявная функци е 0

нных функций 
 

я задана уравн нием ( ); =y , т
для нахождения производной от y по x нет необходимости 
разрешать уравнение относительно y: достаточно продиф-
ферен ра ивая при
как функцию x, и затем полученное равенство разрешить отно-

 y’. кции выражается через 
аргум

пр ад
33 + yx
ункция задана неявно. Дифференцируем по x 

данное равенство. 
 Из полученного соотношения 

x

то есть

xF о 

цировать это венство по x, рассматр  этом y 

сительно Производная неявной фун
ент x и функцию y. 
Пример 9.5. Найти оизводную функции, з анную 

уравнением 03 =⋅⋅− yx . 
ешение. Ф

 
Р

0)'1(3'3 yxyyy  следует, что '' xyyxyy −=⋅−⋅ , 3 22 =⋅+⋅⋅−⋅⋅+⋅ 22

 
xy

xyy
−
−

= 2

2
' . 

Пусть функция )(xfy =  задана параметрически 
⎩
⎨
⎧

=
=

),(
),(
ty
tx

ψ
ϕ

 

],[ bat∈ , где функции )(tϕ , )(tψ  – дифференцируемые и 0)(' ≠tϕ  
 t∈∀ ],[ ba . 

xy′ , считая, что функция )(tx ϕ=  Найдем производную 

имеет − . По правилу
обратной : 

 

 обратную t = ϕ  дифференцирования 
 функции имеем

)(1 x
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tx′
 

По правилу дифференцирования сложной функции получаем: 

x                         (18) t =′
1 .                

tt
txt xx

yt
′
ty

x yy
′

=
′

, то есть ⋅′=′⋅′=′
1

t
x x

y
′

=′ . 

Полученная формула позволяет находить производную от 
функции, заданной параметрически, не находя явной зависи-
мости фу кции y от x. 

Пример 9.6. Пусть ⎪⎨
⎧ = ,x

 

ty

н

2

3t
Найти

имеем

′

⎪⎩ .ty
 

Решение. Имеем 23' 3)'( ttxt ⋅== , ttyt ⋅== 2)'( 2' . По формуле (18) 

=
 xy' . 

 
t

t
⋅

=
3
22 . 

t
y x

⋅
⋅

=
3

' 2

 
Логарифмическое дифференцирование 

 
Логарифмическое дифференцирование состоит в том, что 

первоначально заданную функцию логарифмируют, а затем 
приступают к дифференцированию, помня, что y является функ-
цией аргумента x. 

 фференцирование целесообразно исполь-
зовать в случаях, когда взятие производной существенно упрощается 
после о-показатель х 
функций ( ) ,y u x=  сложных дробно-рациональных функций и т. п.) 

и при

Логарифмическое ди

 логарифмирования исходной функции (сложн ны
( )v x 

водит к неопределенному выражению 
0
0 . 

Найдем прои ) гдзводную функции е()( xvxuy = ,  )(xuu = , 
)(xvv =  – дифференцируемые функции. Для этого ее 

лью упрощения последующих вычислений по прологарифмируем с це
основанию e: ( ) )()(lnln xvxuy = . Дифференцируем обе  

еднего равенства по х

части

: ( ) ( )ln ( ) ln ( ) ,y v x u x′ ′= ⋅  получаем:  посл
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( )′⋅+⋅ )(ln)()(ln)(' xuxvxux ; 
)(
)(')()(ln)('' uxvy

⋅=
xu
xu

⋅ ; =
' v

y
y xvx

y
+

( ) '( )' '( ) ln ( ) .
( )u x⎝ ⎠

v x u xy y v x u x⎛ ⎞⋅
= ⋅ ⋅ +⎜ ⎟  

Окончательно имеем ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
+⋅⋅=

′
)(

)(')()(ln)(')(x)( )()(

xu
xuxvxuxvuxu xvxv . 

. Н й производную функции . 

. Учитывая вышесказанное, получаем 
2

,  

дифференцируем 

 
2

)(sin xxy =Пример 9.7 а ти 

Решение

xxxy x sinln)ln(sinln 2 ⋅==

( )′⋅+⋅′= xxxx
y
y sinlnsinln)(' 22 ; ⎟

⎟
⎠

⎜
⎜

⎞⎛ ⋅
+⋅⋅=

x
xxxxyy cossinln2'

2
. 

Окон

⎝ sin

чательно имеем ⎟
⎟
⎠

⎜
⎜
⎝

+⋅⋅=
x

xxxy x

sin
sinln2)(sin' . 

 

⎞⎛ ⋅ xx cos22

ример 9.8. Найти производную функции 
2 34

3

( 2) ( 1)
.

xx
П

( 5)
x e

y
x

+ ⋅ − ⋅
=  

Решение. Прологарифмируем заданн
+

ую функцию 

)5)1ln(
4
3)2ln(ln 2 ++−⋅++= xxxxy , продифференцируем 

полученное равенство как неявно заданную функцию x: 
 

ln(3 ⋅−

5422 ++ xxxy
 

31321
=′⋅

xy 1
1

−+
−

⋅+ . 

Выражаем 'y : ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ 332x
+

−+
−⋅

+
+

⋅=
5

1
)1(42

'
2 xxx

yy ,  
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то есть  

⎟⎟
⎠

⎜
⎝ +

+
−⋅++ 5)1(42)5( 23 xxxx

. 
⎞⋅+ 3)2 42x

 

из ге е еского смыс  й, уравне
)

⎜
⎛

−+⋅
⋅−

=′ 132)1(( 3 xex
y

x

Геометрические приложения производной 
 

Исходя ом трич ла производно ние 
касательной к графику дифференцируемой функции (xfy =  в точке 

где )),( 00 yx ,  ( 00 xfy = , имеет
 

00 xfyy

 вид: 

)0xx −()('− = ⋅ .                              (19) 
В самом деле, любая прямая, заданная уравнением bxky +⋅= , 

одноз ) лежащей на этой прямой, и 
углом ее наклона к оси Ox. Из  смысла производной в 

точке имеем

начно определена точкой ,( 00 yx , 
геометрического

 
0

0
0 )('

xx
yykxf

−
−

== . Приравнивая левую и правую части 

последнего равенства, получаем (19). 
Прямая, проходящая через точку перпендикулярно к каса-

тельной, называется нормалью к графику
 ),( 00 yx  
 функции )(xfy =  в этой точке. 

Если 0)(' 0 ≠xf , то уравнение нормали имеет вид: 
 

)(
)('

1
0

0
0 xx

xf
yy −⋅−=− ,                           (20) 

 
если то нормалью  прямая 0)(' 0 =xf ,  0xx = .  является

Пример 9.9. Найти у  касательной и нормали к 
графику

равнение
 функции в точке2xy =   1=x . Сделать чертеж. 

записать уравнения касательной и 
нормали  й в

Решение. Для того чтобы 
, необходимо определить значения функции и ее производно  

заданной точке 10 =x : 11)1(0 ===yy , xxxfy 2)()('' 2 =′== , 212)1('2 =⋅=f . 
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Так как 0)(' 0 ≠xf , то найденные значения под -
мулы (19) и (20): 

ставим в фор

 

12 −⋅= xy  – асательная,  к

22
3

+−=
xy  – нормаль. 

 
Рис. 9.3 

 

Функция )

 
Выполним чертеж (рис. 9.3). 

Дифференциал функции

Определение.  (xfy= , опре ленная на интервале
называетс

де  ),( ba , 
я дифференцируемой в точке ),( bax∈ , если в которой 

окрестности этой точки приращение функции )()( xfxxfy
не

−Δ+=Δ  
едставить в виде можно пр

xxxAy Δ⋅Δ+Δ⋅=Δ )(α , 

где )(xAA =  – постоянная, 0)( →Δxα  при 0→Δx . 
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Определение. Дифференциалом функции )(xfy =  в точ-
ке называется главная линейная часть ее приращения и 
об

 ),( bax∈  
означается dy  или )(xdf , т. е. xAdy Δ⋅= . 

Пусть функция )(xfy =  имеет в точке ),( bax∈  отличную от 

нуля производную 0lim)( Δ′ yf зи
0

≠
Δ

=
→Δ x

x
x

. Тогда теореме о свя  

функции, ее предела и бесконечно малой функции можно записать 

 по 

)()(' xxf
x
y

Δ+=
Δ
Δ

α  при 0→Δx  или xxxxfy Δ⋅Δ+Δ⋅′=Δ )()( α .  

Таким образом, дифференциал функции )(xfy =  в точке 
ax∈ ав н пр  функции в 

точке x на приращение аргу нта 
),b  р е оизведению производной этой(

ме

.)( xxfdy Δ⋅′=  

Поскольку дифференциал независимого переменного 
совпадает с его приращением ( xxxdx Δ=Δ⋅' ), тогда =

dxxfdy ⋅= )(' . 

Из этого ра ледует, ч  производную венства с то )(xfd  
dx

можн ь не 

 независимой переменной, то есть 

о рассматриват только как обозначение производной 
функции )(xfy =  в точке x, но и как отношение дифференциала 
функции к дифференциалу

( )( ) df xx
dx dx

≡ . 

ют из соответств ющих  ди

d f

Правила нахождения дифференциалов непосредственно вытека-
у  правил фференцирования функций. 

Пример 9.10. Найти дифференциал функции xey x ln⋅= . 
Решение. Имеем:  

dx
x

exedxxexeddy
x

xx ⎞⎛
⋅′⋅=⋅= )ln()ln( x

⎟
⎟
⎠

⎜
⎜
⎝

+⋅= ln . 
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Замечание. оизводную н е диф-
ог е фо ычисления
зв дн ии лег

Рассматривая пр  как от ошени
ференциалов, легко получить мн и рмулы и теоремы в  
производн

по чается из цепочки

ых. Например, прои о ая сложной функц ко 

лу : ( ) xx f
dx
ddfxdf ϕϕ ′′′ ))((

ddx
xf ϕ

ϕ
ϕ ϕ ⋅=⋅==))(( . 

 
Основные войства дифференциала 

 
Пусть

 с

 ( ),u u x=  )(xvv=  – дифференцируемые функции, .C const=  
1) 0=dC ; 2) ( )d C u C du;⋅ = ⋅
3) dvdu

 
vud ±=± )( ; 4) ( ) ;d u v v du u dv⋅ = ⋅ + ⋅

5) 
2v

duv
v
ud −⋅

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ , 0dvu ⋅

≠v . 

 
Производные высших порядков 
 

Произ дная ) ('' xfy =  во функц )ии y (xf=  тоже есть функция 
от x и называется производной 1-го порядка (1-й производной). 

е ее производ-
ная называется  2-го порядка (2-й производной) и 

обозначается или

Если функция )(' xf  дифференциру мая, то 
производной

 "y , )(" xf   2

2 )(
dx

xfd . 

Производная от производной 2-го порядка, если она 
суще  и обоз-

начае

ствует, называется производной 3-го порядка

тся '''y , )(''' xf  или 3dx
. 

По индукции производной n-го порядка называется про-

изводная от производной (n-1) порядка:

3 )(xfd

( )′= − )1()( nn yy , Nn∈ . 
Производные функции порядка выше  называются 

производными  порядков. 
первого

высших
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Например, для функции xxxy 3cos3 25 +⋅−=  имеем: 

y 5' 4= xxx 3sin36 ⋅−⋅−⋅ ; xy 3cos920" ⋅⋅= ; 

xxy 3sin2760 2) +⋅=  и т. д.  
Пример 9.11. Найти производную 2-го порядка функции 

x 63 −−
3( ⋅

x
xy 1ln2 −= . 

Решение. Поскольку 2ln2 1 1
xx

xy +⋅⋅=′ , то 

=−−=−⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛−⋅⋅+=′′ 3232
2)ln1(221ln2112
x

x
xxx

xy ⋅⋅⋅
xx

)1ln(2
3 −⋅−⋅ xxx

x
. 

 
Если функция задана параметрически

=

: )(tx ϕ= , )(ty ψ= , 
),b , функции )(t(at∈ ϕ , )(tψ  дифференцируемые, по крайней 

мере, n-го порядка включительно, Nn∈ , тогда производные 
xy′ , xxy ′′ , xxxy ′′′ , … вычисляются по формулам: 

 

,t
x x

y
y

′
′

=′ ( )
t

3)(
)(

' tttx
xxxx

y
x

y
yy

t

tttt

t x
yxx

′

−′⋅′′
=

′
′′

=′=′′
′′ ′⋅

, 

t

txx
xxxxxx x

yy
′
′ ′y′

=′′′=′′′ )(  

Например, для функ

)(
и т. д. 

ции имеем:  tax 3cos⋅= , tay 3sin⋅=  

tgt
tta

tta
x
yy

t

t
x −=

⋅⋅⋅−
⋅⋅⋅

=
′
′

=′
sincos3

cossin3
2

2
; 

ttatta
t

ta
tgt

x
yy

t

t

t

tx
xx 42

2

3 cossin3
1

sincos3
cos/1

)cos(
)()(

⋅⋅⋅
=

⋅⋅⋅−
−

=
′⋅

′−
=

′
′′

=′′ . 

 
Теоремы о дифференцируемости функции 
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Знание производной дифференцируемой функции в лю-
бой точке интервала часто позволяет делать выводы о по-
ведении на нем самой функции. Обоснованию этого заявления и 
посвящена оставшаяся часть пособия. 

Теорема 9.3 (Фермá). Если функция

 ),( ba  

 )(xfy =  определена 
и непрерывна на отрезке достигает наибольшего (наи-
меньшего) значения в точке

 ],[ ba , 
 ),(0 bax ∈  

 функции 
и имеет в ней конечную 

производную, то производная в этой точке равна нулю, 
то есть 0)(' 0 =xf . 

Теорема 9.4 (Рóлля). Если функция )(xfy =  определена 
и непрерывна на отрезке , дифференцируема на интервале 

и на концах промежутка принимает равные значения 
, то существует хотя бы одна точка

 ],[ ba
),( ba  

)()( bfaf =  ),( ba∈ξ , 
производная функции в которой равна нулю, то есть 0)(' =ξf . 

Теорема 9.5 (Лагранж  функцияа). Если  )(xfy =  опреде-
лена, непрерывна на отрезке ],[ ba , дифференцируема на интер-
вале ),( ba , то существует точка ),( ba∈ξ , в которой выпол-
няется равенство  
 

ab
afbff −

=
)()(' ξ .                              (21) 
−

)(

 
Геометрический смысл теоремы Лагранжа состоит в том, 

что для дифференцируемой функции, определенной на 
ствует точк держащаяся внутри интервала такая, 

то касательная к кривой в этой точк  параллельна секущей 

AB (рис. 9.4), что следует из равенства

],[ ba , 
 ),( ba , суще а ξ, со

 )(xf  ч е

 
ACab −
CBaff

=
− )()

. 
b(
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Рис. 9.4 

Замечание. Теорему Лагранжа часто называют теоремой о 
среднем значении, а формулу (21) рмулой Лагранжа о конечных 
приращениях. Этому названию можно дать следующее объяснение. 

 [],[ 0 xxba

 – фо

Рассмотрим промежуток ,0x ]+ Δ= . Применим к 
ему теорему Лагранжа (при любом допустимом 0>Δxн ), будем 
метьи  точное равенство 

 

)(')()( xfxxf 00 ξf
x

=
Δ

−Δ+ , 

где
 

 1<Θ< , xx0 Δ⋅Θ+= 0ξ  или  
 

Δ⋅f xfx =Δ )(')( 0 ξ . 
 

 Лагранжа заключается в том, что ξ 
, так как неизвестно число Θ. Тем не менее, формула конеч-

ных приращений очень важна в теоретических исследования

Недостаток формулы
неизвестно

х. 
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Теорема 9.6 (Кошú). Пусть функции определены )(xf , )(xg  , 
непрерывны на отрезке [ , ]a b  и дифференцируемы на интервале ( , )a b , 
причем ),( bax∈∀  0)( =xg , тогда существует точка ),( ba∈ξ , в 
которой выполняется ра нство 
 

ве

)(
)()(

)('
)('

ag
afbf

g
f

−
−

ξ
ξ

. 

 
)(bg

=

Геометрический смысл теоремы Коши аналогичен теореме 
Лагранжа. 

Правило Лопиталя 
Пусть функции )(xf , )(xg  дифференцируемы и 0)(' ≠xg  в 

некоторой окрестности точки x . Если 0)(lim)(lim0
00

==
→→ xxxx

xgxf  или 

∞==
→→

)(lim)(lim xgxf
xxx

тогда ел отношени,  п
x

р
00

ре я  

авен пределу отношения их произв ых  
 

д этих функций

одн

)('
)('lim

)(
)(lim

00 xg
f

xg
xf

xxxx →→
=

 

при условии, что существует

x  

 
)('
)(' xf

x

Замечание. , что правило имен
только в том случа , если имеет место неоп  выра ен

lim
0 xgx→

. 

 
Отметим Лопиталя пр яется 
е ределенное ж ие 

вида 
0
0  или 

∞
Например, вычислить предел, используя правило Лопиталя, 

∞ . 

5
3

5cos5
3cos3lim

)'5(sin
)'3(sinlim

0
0

5sin
3sinlim

000
=

⋅
⋅

==⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

→→→ x
x

x
x

x
x

xxx
. 
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Формула Тейлора 
Формула 

 
Тейлора  

++−⋅+−⋅+= ...)(
!2

()(')( 0000  
)(" xf))( 20 xxxxxfxxf f

)()(
!

)( 0
)(

xx
n

xf n
n

+−⋅+  0 xRn

 
имеет большое теоретическое и практическое значение. В частно-
сти, с ее помощью можно вычислить приближенное значение 
функции по известным значениям этой функции и ее n 
производных и оценивать точность этого вычисления.  

Для оценки погрешности формулы Тейлора важна форма 
записи остаточного члена 

 )(xfy =  
 в точке 0x  

( ).nR x  Распространенной является 
запись остаточного члена в форме Лагранжа: 

 
1

0

)1(
)(

)!1(
)()( +

+
−⋅

+
Θ

= n
n

n xx
n

fxR , 

 
где Θ – произвольное число из интервала

Пример 9.12. Примен лу Тейлора с остаточным 
членом в форме Лагранжа, вычислить e0,1 с точностью до 0,001. 

 ),( bx . 
яя форму

Решение. Формула Тейлора с остаточным членом в форме 
Лагранжа для функции xexf =)(  при 00 =x  имеет вид 
 

)(...
!2!1

1
2

xRxxxe n

n
x +++++= ,  

!n
x

n

n n
xR

+
=

)!1(
)( ex ⋅Θ

+
⋅

1
, 10 <Θ< . 

 
н

едоват

Для любого з ачения х, находящегося в промежутке 0 < x < 1, 

имеем 1<ex<3, и, сл ельно, 
)!1(

3|)(|
11 ⋅

<⋅=
+

⋅Θ
+ xexxR

n
x

n

n . 
)!1( ++ nn
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Очевидно, условие δ<|)(| xRn  будет выпол но, если не δ<
+
⋅ +

)!1(
3 1

n
x n

 

или 
3)!1+n

 
Вычисляя последовательно слагаемые входящие в фор-

мулу Тейлора, одновременно имеем

(

1 δ
<

+xn
. 

, 
 возможность видеть, дос-

тигнута ли требу  δ. Полагая δ = 0,001 и х = 0,1, 
получаем, что  вычислений будет достигнута 
при тогда имеем: 

. 
 

ТЕМА 10. Исследование функции 
 

Возрастание и убывание функции 
 

Определение. Функция называется возрастающей (убываю-
щей), если при увеличении аргумента значение функции увеличи-
вается (уменьшается) (рис. 10.1), то есть соответственно

емая точность
заданная точность

 2=n , 
105,1005,01,01...!3/)1,0(!2/)1,0(!1/1,01 321,0 =++≈++++=e

 ),( 21 Xxx ∈∀ : 
( 21 xx < ) ⇒ ( )()( 21 xfxf < ); ( ),( 21 Xxx ∈∀ : 21 xx <  ⇒ ).  )()( 21 xfxf >

 
Рис. 10.1 
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Теорема 10.1. Производная возрастающей (убывающей) 
функции не отрицательна (не положительна). 

Определение. Функция, только возрастающая или убыва-
я

т, называются промежутками 

 
мента (слева направо) через 

некоторое значение функция переходит т возрастания к убыванию, 

ющая, называется монотонной. Промежутки, на которых данна  
функция возрастает или убывае
монотонности этой функции. 

 
Экстремумы функции 

Определение. Если при переходе аргу
 1x   о

то говорят, что в точке x 1x=  функц  
ачение функция переходит 

 

ия имеет максимум (max). Если же
 2x  при переходе аргумента через некоторое зн

2xx =  от убывания к возрастанию, то в этой точке функция имеет 
ами 

экстрему
о

ке эк д
а . ри

 
Рис. 10.2 

минимум (min). Точки максимума и минимума называются точк
ма (extr) ( рис. 10.2). 

Теорема 10.2 (не бходимое условие экстремума). В точ-
стремума ифференцируемой функции производная этой 

функции р вна нулю (см с. 10.2).  
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Следствие. Дифференцируемая функция может иметь экс-
тремум лишь в тех точках, в которых производная функции рав-
на нулю или не существует. 

Определение. Точки, в которых производная функции равна 
нулю или не существует, называются критическими точками функции. 

Теорема 10.3 (1-е достаточное условие экстремума). Если 
дифференцируемая функция )(xfy =  такова, что для некоторого 
значения ее аргумента x производная равна нулю (не 
существует при условии, что сама функция

0x   )(' xf  
 )(xfy =  
 через эту 

в этой точке 
непрерывна) и меняет свой знак при переходе точку 0xx = , 
то является экстремумом функции причем: 

1) если меняет свой знак с «+» на «–», то в точке
функция достигает максимум; 

2) если меняет  с «–» на «+», то в точке
функ

диффер ф ции

 0x   )(xf , 
 )(' xf   0x  

 )(xfy =  
 )(' xf   свой знак  0x  

ция )(xfy =  достигает минимум. 
Теорема 10.4 (2-е достаточное условие экстремума). 

Если для енцируемой унк  )(xfy =  в некоторой 
точке

 есть  
 0x  ее первая производная )(' xf  равна нулю, а вторая 

)(" xf  – существует и отлична от н
0)(' 0

уля, то
=xf , 0)(" 0 ≠xf , 

то в этой ия )(xfy точке функц =  имеет экстремум, а именно: 
1) если 0)(" >xf , то 0x  –  0

0)0

минимум; 
2) если (" < xf , то  – максимум. 
Наибольшее и наименьшее значения функции 

 0x

Пусть функция )(xfy =  определена и непрерывна
зк ее (наим

 на 
отре

 
ле-

наибол ее) 
 (рис. 10.3

е ],[ ba . Чтобы найти наибольш еньшее) значение 
функции )(xfy =  на отрезке ],[ ba , необходимо перечислить
все точки 1x , 2x , …, nx  максимумов (минимумов), принад
жащие интервалу ),( ba  и выбрать ьшее (наименьш 
значение из чисел )( 1xf , )( 2xf , …, )( nxf , )(af , ) ). (bf
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Рис. 10.3 

 
Пример 10.1. Найти наибольшее и наименьшее значения 

функции на отрезке
Решение. Найдем критические точки функции, для этого 

вычислим производную фу )xeex xx −⋅=⋅ −− . Оп-
ределим точки, в которых производная функции равна нулю: 

 xexy −⋅=   ]2,0[ . 

нкции 'y = 1()'(

1=x . Так как ]2,0[1∈=x , то наибольшее и наименьшее зна-
чения функции выберем из следующих: 

37,0)( 1 ≈= −ey ; 27,0( 2 ≈⋅ −ey . 

Ответ: 0)0(

0)0( =y ; 1 = 2)2
1

]2,0[
== yнаимy , наибy

]2,0[
)1( == ey . 

огнутость и выпуклость функции. Точки перегиба 
Определение. График функции )(xfy

−

В
= , определенной и 

непрерывной на отрезке  называет  (вогнутым), 
если каждая дуга графика функции лежит не ниже  
(не выше) стягивающей ее хорды (рис. 10.4), т. е. 

 ],[ ba , ся выпуклым
 )(xfy =  

),( 21
+∈∀ Rλλ : 121 =+ λλ , ]),[,( 21 baxx ∈∀  ⇒  
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 )()()( 22112211 xfxfxxf ⋅+⋅≥⋅+⋅ λλλλ⇒ ; ( : ),( 21
+∈∀ Rλλ

121 =+ λλ , ]),[,( 21 baxx ∈∀  ⇒ 
)()()( 22112211 xfxfxxf ⋅+⋅≤⋅+⋅ λλλλ ). 

 

уклости). 
Если ля дважды дифференцируемой функции

 
Рис. 10.4 

 
Теорема 10.5 (Достаточное условие вогнутости / вып

 )(xfyд =  вторая 
производная )(" 0<xf ) то график 
функции на этом интервале выпуклый гнутый). 

г ф у

 ( 0)(" >xf ) на интервале ,( ba , 
 (во

Определение. Точкой перегиба рафика ди ференцир емой функ-
ции )(xfy =  называется такая его точка, при переходе через которую 
кривая меняет выпуклость на вогнутость или наоборот (рис. 10.5). 
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Рис. 10.5 

Теорема 10.6 (Необходимое условие точки перегиба). Есл  
))(,( 00 xfx  – точка перегиба функции )(xfy = , то вторая произво

ная эт

и
д-

Достаточн для 

яет 
а графика функции. 

Асим нкци
я точка кривой 

при удалении этой функции в бесконечность. 
Определение. Прямая

ой функции )(" xf  в точке 0x  равна нулю или не существует. 
Теорема 10.7 ( ое условие точки перегиба). Если 

функции )(xfy =  вторая производная )(" xf  в некоторой точке 
обращается в ноль или не существует и при переходе через эту точку мен
свой знак, то точка ))(,( xfx  является точкой перегиб

0x  

00
 

Асимптоты графика функции 
 

Определение. птотой графика фу и называется 
прямая, к которой неограниченно приближается текуща

 ax =  
 )(xf

называется вертикальной асимп-
тотой графика функции y = , если хотя бы один из односто-
ронних пределов )0( −af  или )0( +af  равен бесконечности. 

Определение. Прямая, авнением bxkyзаданная ур +⋅= , назы-
вается наклонной асимптотой графика функции )(xfy =  при 



 145

∞→x , если коэффициенты k, b, определяемые по формулам 

xx

xfk )(l= im
→∞

, ))((lim xkxfb
x

⋅−=
∞→

, принимают конечные значения.  

Если 0=k , то by =  – горизонтальная асимптота. 

 функции 

ии; 

; 
5) точки перегиба, ин клости / вогнутости; 

е и 
xy ее график
Реш кцию в соответствии со схемой. 

не определена только в 
точке поэтому областью определения ункции будет вся 
числовая плоскость, кроме этой точки, то есть 

 
Схема исследования

Для того чтобы построить график функции, необходимо 
обладать достаточной информацией об этой функции. Такую 
информацию можно получить, проведя полное исследование 
функции, пользуясь следующей схемой: 

1) область определения функции; 
2) нули функции, интервалы знакопостоянства функц
3) четность, нечетность, периодичность; 
4) экстремумы, интервалы возрастания / убывания функции

тервалы выпу
6) асимптоты. 
Пример 10.2. Пров ст полное исследование функции 

)1/( −= x  и построить . 
ение. Исследуем фун

2 2

1) Функция )1/(2 2 −= xxy  
 1=x ,  ф

)( ),1()1,( +∞−∞= U . 
2) Найдем точки пересечения графика функции с осями 

координат: 

yD

с ось  Ох ⇒ 0=x ; с осью Оу: 0=x  : 0=y  ⇒ 0=y . ю
Определим интервалы знакопостоянства функции (рис. 10.6). 

 

 оси
Рис. 10.6 

Таким образом, график функции расположен выше  Ox 
на интервале ),1( +∞  и ниже – на интервале )1,(−∞ . 
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3) Очевидно, что ни одна позиция не выполнена, то есть 
функция не является ни четной, ни нечетной, ни периодич

4) Исследуем функцию на наличие экстремумов
еской.  
. Для 

этого вычислим первую производную: 

=
−−

=
⋅−−⋅⋅ ))1(2(2))'1(()'(( xxxxxxx

−− 22 )1()1( xx
−

=
222 )12'y

22

22 )2(2)22(2 −⋅
=

−−
=

xxxxx
)1()1( −− xx

. 

Найдем точки, в которых производная равна нулю или не 
уе лученные точки и 

ых 

 
Рис. 10.7 

Функция возрастает на интервалах ),2(0,

существ т, отметим на числовой оси по
определим знак производной на каждом из полученн
нтервалов (рис. 10.7). и

 ( ) +∞−  ∞ U , 
бывает , в точке  )2,1()1,0( U 0=x , 0=y  у достигает мак-
имум, в точке 2=x , 8=y  с достигает минимум. 

5) =
−

−′−−−−⋅
= 4

2222

)1(
))2())1(()1()'2((2"

x
xxxxxxy  

=
−

= 4)1(x
−−−−− 22 ))22)(1(2)1)(22((2 xxxxx

34

22

)1(
4

)1(
)2122)(1(4

−
=

−

+−+−−
=

xx
xxxxx . 

Найдем точки, в которых вторая производная функции равна нулю 
или не существует, полученную точку отметим на числовой оси и 
проверим знак второй производной на полученных интервалах (рис. 10.8). 
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Рис. 10.8 

График функции – выпуклый на интервале )1,(−∞ , 
вогнутый – на интервале ),0( +∞ ; так как функция в точке 1=x  
не определена, то точек перегиба нет. 

6) Поскольку функция не определена в точке 1=x , 
вычислим пределы функции справа и слева в этой точке. 

−∞=
−

=
−−→ 0

2
)1(

2lim
2

01 x
x

x
, +∞=

+
=

−+→ 0
2

)1(
2lim

2

01 x
x

x
. 

Прямая 1=x  является вертикальной асимптотой. 
Исследуем функцию на наличие наклонной асимптоты, 

для этого вычислим коэффициенты k и b. 

2
)1(

2lim
2

=
−

=
→∞ xx

xk
x

; 

2
1

222lim2
)1(

2lim
222

=
−

+−
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

−
=

∞→∞→ x
xxxx

x
xb

xx
. 

Прямая 22 += xy  является наклонной асимптотой. 
Результаты исследования пр  в следующей таблице: 
 

x 0 (0, 1)  (1, 2) 2 

едставим

)0,(−∞  ),2( +∞
y       – ↑ 0   – ↓    + ↓ 8    + ↑ 
'y  + Max – – Min + 

"y  –  – +  + 
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Построим график функ

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

ции (рис. 10.9). 

Рис. 10.9
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

я 
контр  6-е, 2-я контро на
работа – задания с 7-  по
последней циф о  0
то н 

ных работ, не изучив соответствующие разделы и не разобрав 
веденные в х имеры.  
Контрольные работы оформляются в отдельной тетради 

обходимо оставить поля для м аний рецензента) либо в 
ельном файле ( названии ф л следует указать фамилию и 
циплину), Ваш населенный пункт расположен в ином 
оде, чем сам з, в котором ы обучаетесь. Условие задачи 
жно быть приведено полност . ешение выполняется в логи-
кой последовательности с ниями и краткими форму-
овками про ых дейс и
Выполне ы контрольны работы студентом доставляются 

институт отправляют   электронной почте на 
рование 2@kemtipp.ru). Получив проверенную работу, 

дент должен честь замечания и исправить ошибки, если 
вые имеют . сли работа  зачтена, то ее надо выслать на 

овторное рецензирование. Контрольные работы, выполненные 
 с

 
 
 

В 1-м семестре выполняются две контрольные работы (1-
ольная работа включает задания с 1-го по ль я 

 го по 12-е), вариант которых следует выбирать  
ре н мера зачетной книжки. Если номер заканчивается , 

 о соответствует варианту 10. Не следует приступать к выполнению 
контроль
при ни пр

 
(не за еч
отд в ай а 
дис если 
гор ву  В
дол ью Р
чес  поясне
лир изводим тв й. 

нн е е 
в или ся по

 (рецензи vm
сту у
тако ся Е не
п
без облюдения предъявляемых требований, небрежно или не 
своего варианта, не рецензируются. 

Возникающие при выполнении контрольной работы вопросы 
можно задать по электронной почте (vm2@kemtipp.ru). 
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ЗАДАНИЯ ДЛЯ САМОСТОЯТЕЛЬНОЙ РАБОТЫ 

Задание № 1. Даны четыре вектора ),,( 321 aaaa = , 
),,( 321 bbb , ),,( 321 cccc =  и ),,b = (= 321 ddd  в некотором базисе. 

Показать, что векторы 
d

a , b , c  образуют базис, и найти 
координаты вектора d  в этом базисе. 

)2 ,5 ,4(=a , )1 ,0 ,3(=b , )2 , )8 ,7 ,5(=d4 ,1(−=c , 1) ; 
2) )2 ,5- ,3(=a , )1 ,5 ,4(=b , )4 ,0 ,3( −− , )16- ,5 ,4(−=dc = ; 
3) )5 ,3 ,2(−=a , )4 ,3- ,1(=b , )1- ,8 ,7(=c , )1 ,02 ,1(=d ; 

)5 ,3 ,1(=a , )0 ,2 ,0(=b , )9 )61 ,4 ,0(=d4)  ,7 ,5(=c , ; 
5) )6- ,4 ,2(=a , )5 ,3 ,1(=b )7 ,3- ,0(=c , )25 ,2 ,3(=d, ; 
6) )1- ,3 ,4(=a , )4 ,0 ,5(=b , )2 ,1 ,2(=c , )6 ,21 ,0( −=d ; 

) )3- ,4 ,3(=a , )0 ,5 ,5(−=b , )4- ,1 ,2(=c , )17 ,16- ,8(=d ; 7
=a )8 ,3- ,3(=b , )1 ,4 ,5( −=c , )1 ,52 ,18(=d ; 8) )7 ,1 ,2(− , 

)5 ,0 ,1(=a , )7 ,2 ,3(=b , )9 ,0 ,5(=c , )12- ,2 ,4(−=d ; 9) 
)0 ,1 ,2(=a , )3 ,3 ,4( −=b , )7 ,5 ,6(−=c , 10) )26- ,5 ,34(=d . 

 
Задание № 2. Дана система трех линейных алгебра-

ских ур нений с тремя . Требуется: 1) найти 
решение  п  а а Крамера; 2) записать систему в 
ричной р е и реш   средствами матричного исчисле-
, при это  п ильнос  вычисления обратной матрицы прове-
ь, испол уя атрично ние; 3) решить методом Гаусса. 

+−
=−⋅+⋅
=⋅−⋅+⋅

33
82

134

321

31

31

xxx
xx

xx
 

6.

иче ав неизвестными
ее  с омощью пр вил
мат фо м ить ее
ния м рав ть
рит ьз  м е умноже
 
1. − ,07 x

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅−⋅+⋅−

−=⋅−⋅+

−=⋅−⋅+

.6362
,149
,523

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅−⋅ .6
2 ,9
2

x
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2. −=⋅+⋅−

.13733
2

,135

321

321

xxx

xxx 7. ⎧

−=+−

=⋅+⋅−⋅

.42

,5893

321

321

xx

xxx

=⋅−⋅+−

−=⋅−⋅+

.342
,525

,1034

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

8. ,432

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 

652

321

32

321

xxx
xx

xxx
 

9.

⎪
⎨

⎧

=−⋅
=⋅+⋅−⋅

−=⋅−⋅+⋅

.14
,8532

,565

321

321

321

xxx
xxx

xxx 10.

ой на грань АВС. Сделать чертеж. 
)

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=⋅−⋅+⋅−
=+⋅+⋅ ,64 321 xxx

⎪
⎨ =⋅+⋅−⋅ ,4552 321 xxx  

⎩

⎪

⋅ x
3. ⋅2

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅+⋅−

=⋅+−⋅

=+⋅+⋅

.942
,65

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅+⋅−

4
⋅3

4. ,8

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅+⋅−
−=⋅−⋅+⋅

−=⋅−+⋅−

.158
,6274

,432

321

321

321

xxx
xxx

xxx
 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=−⋅+⋅
−=⋅−⋅+

−=⋅−⋅+⋅−

.1224
,9571x

5. −3

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=⋅−⋅+⋅−
=+⋅+⋅

=⋅−⋅+

.4552
,553
,327

321

321

321

xxx
xxx
xxx

 
⎪
⎩ +

 
Задание № 3. Даны координаты вершин пирамиды. 

Найти:  
1) длины ребер АВ и AC; 2) угол между ребрами АВ и АС;  
3) площадь грани АВС; 4) объем пирамиды ABCD; 5) уравнение 
прямой АВ; 6) уравнение плоскости АВС; 7) уравнение высоты 
пирамиды, опущенн

 )4 ,1 ,3(A , )1 ,6 ,1(−B , )6 ,1 ,1(−C , )1,4 ,0( −D ; 
B D
B 8 ,6(D
B  ,6 ,3

1
2) )9 ,3 ,3(A , )1 ,9 , , )3 ,7 ,1(C , )8 ,5 ,86( ( ; 
3) )4 ,5 ,3(A , )3 ,8 , , )9 ,9 ,1(C , 5( ) ; 4 ,
4) )3 ,4 ,2(A , )3 ,6 , , )3 ,9 ,4(C , )7 ; (D7(
5) )5 ,5 ,9(A , )1 ,7 ,3(−B ,6(D

B 3(D
) ; 
) ; 
) ; 
0)

, )8 ,7 ,5(C , )2 ; 9 ,
6) )1 ,7 ,0(A , )5 ,1 , )3 ,6 ,4(C , )8 ,,4( 9 , ; 

 )4 ,5 ,5(A , )4 ,8 ,3(B , )10 ,5 ,3(C , )2 ,8 ,5(D7
 )1 ,1 ,6(A , )6 ,6 ,4(B , )0 ,2 ,4(C , )6 ,2 ,1(D8
 )3 ,5 ,7(A , )4 ,4 ,9(B , )7 ,5 ,4(C , )6 ,9 ,7(D9

 )2 ,6 ,6(A , )7 ,4 ,5(B , )7 ,4 ,2(C , )0 ,3 ,7(D . 1
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Задание № 4. Какая кривая определяется следующим уравнением? 
1) 02324363636 22 =−⋅−⋅−⋅+⋅ yxyx ; 

2) 2 =−⋅+⋅⋅+⋅ yxx ;

; 

5) ; 

; 

; 

8) ; 

+⋅− yx ; 

 
Задание № 5. Задана линия своим уравнением в полярной 

системе координат. Необходимо: 1) определить точки, лежащие на 
линии, придавая значения через промежу равный π/8, начиная 
от ϕ = 0 и до ϕ = 2π; 2) построить линию, соединив полученные 
точки; 3) найти уравнение этой линии в гольной декартовой 
системе координат. 
 

1) 

035950322516 2 −y  

3) 013/29/14/1 22 =−⋅+−⋅−⋅ yxyx ; 

4) 08844 22 =−⋅−⋅−⋅+ yxyx

05845 22 =−⋅+⋅+⋅ yyx

6) 010622 =+⋅−− xyx

7) 03242 2 =−⋅+⋅−⋅ yxx

0864 22 =+⋅−⋅+ xyx

9) 0524 22 =+⋅ x

10) 0436894 22 =+⋅−⋅−⋅+⋅ yxyx . 

 ϕ ток, 

 прямоу

ρ )cosϕ1/(1 += ; 6) ρ )cos42 ϕ/(1 += ⋅ ;
2) 7) os3 ))cos32/(2 ϕρ ⋅−= ; ρ ϕ/(8 c−= ; 
3) ; 8) )sin43/(5 ϕρ ⋅−= ; )cos2/(1 ϕρ +=
4) )cos32/(10 ϕρ ⋅+= ; 9) )sin21/(3 ϕρ ⋅−= ; 

10) )sin36/(5 ϕρ ⋅+= . 5) )cos33/(1 ϕρ ⋅−= ; 
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Задание № 6. Построить множество решений системы линейных 
алгебраических неравенств и координаты угловых точек. 
 

1) 

62
1023
125

1

21

21

1

x
xx

xx
xx

 
 

 

2) 35

1

21

2

1

x
xx

x
xx

 

 

3) 123

1

2

21

1

x
x

xx
xx

 

) 

4) 

⋅+⋅
≤⋅−

⋅+

,7
323

,02
,82

2

21

21

21

x
xx

xx
xx

 

)

 

 

5) 1

xx
xx
xx

xx 0) 

Задание № 7. Вычислить пределы функций, не пользу-
ь средствами дифференциального исчисления.  

1. 
а) 

 найти 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
≥⋅+
≥⋅+⋅
≤⋅−⋅

,0

,
,0 6)2

,
⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
≤−
≥+
≤+−

,0
,2
,1

,1

2

21

21

21

x
xx
xx

xx

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤≤
≤+
≤≤

−≥⋅−⋅

,110
,17

,100
,15 7)2

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤
−≤⋅−

≤−⋅
≤⋅+⋅

,3
,66

,04
,2434

1

21

21

21

x
xx
xx

xx

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
≥

≥⋅+
≥⋅+⋅

,2
,1

,82
,6 82

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤≤
≥⋅+
≤−⋅

≤+

,4 ,3
,42
,42

,6

21

21

21

21

xx
xx
xx

xx

 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤
≤

≥

,2

9

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
≥

−≥⋅−⋅
≥⋅+⋅

,0
,0

,1243
,022

2

1

21

21

x
x

xx
xx

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥≤
≤+
≥+

−≥−⋅

,0,6
,7
,3

,42

21

21

21

2

 

1

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≥
≥

≥+⋅
≤⋅+

.0
,2

,62
,122

2

1

21

21

x
x

xx
xx

 

 
 

яс

152
253lim 2

2

−+

+−
∞→ xx

xx
x

; б) 
352
132lim 2

2

1 +⋅+⋅
+⋅+⋅

−→ xx
xx

x
; 

 
в) 

12
332lim

3 −−
−+⋅

→ x
x

x
; г) ( )xxx

x
ln)3ln()12(lim ⋅ + −+⋅

∞→
. 
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2. 
a) 

25
123lim 2

2

+−

+−
∞→ xx

xx
x

; б) 
152

5143lim 2

2

5 −⋅−
−⋅−⋅

→ xx
xx

x
; 

 
в) 

352
223lim

2 −+⋅
−−⋅

→ x
x

x
; г) ( )xxx

x
ln)1ln()23(lim ⋅ + −+

→
. 

∞

3. 
a) 

xxx
xx

x 425
352lim 34

24

−−

−+
∞→

; б) 
12

2lim 2

2

1 −−⋅
−+

→ x x
xx

x
; 

 
в) 

25
132lim

1 −+
−+⋅

−→ x
x

x
; г) ( ))12ln()12ln()2(lim ⋅ + − −+

→
xxx

x
. 

а) 

∞

4. 

53
lim 2

135 2

−+⋅∞→

+⋅−⋅
xx

xx
x

; б) 
1092

lim
2

107
2

2

+⋅+⋅−→

+⋅+
xx

xx
x

; 

 
в) 

622
41lim

5

−−
→

x
x

; г) 
−⋅− x

( )ln()32(lim )1ln()2 +−−⋅−
∞→

xx
x

x . 

5. 
a) 

232
124lim 23

3x
−+

−
∞→ xx

x
x

; б
+

) 
20132
472lim 2

2

4 +⋅−⋅
−−⋅

→

⋅
xx
xx

x
; 

 
в) 

62
113lim

2 +−
+−

−→ x
x

x
; г) ( )xxx

x
ln)3ln()5(lim −−⋅−

∞→
. 

6. 
а) 3

32

22
573lim
xx
xx

x −+

−−
∞→

; б) 
158
2110lim 2

2

3 +⋅+
+⋅+

−→ xx
xx

x
; 

 
в) 

34
29lim

5 −−
−+

−→ x
x

x
; г) ( ))12ln()42ln()52(lim +−+−

∞→
xxx

x
. 

7. 
а) 5

52

68
354lim
xx

xx
x −−

−+
∞→

; б) 
2
102lim 2

2

2 −−
−+⋅

→ xx
xx

x
; 

 
в) 

x
x

x +
−−

−→ 41
225lim

3
; г

−
) ( ))12ln()1l)13(lim 2n(⋅ − − +−

∞→
xxx

x
.

8. 
а) 

539
723lim 4

24

++

−−
∞→ xx

xx
x

; б) 
20132
472lim 2

2

4 +⋅+⋅
−⋅+⋅

−→ xx
xx

x
; 

 
в) 

x
x

x +−
−−

→ 83
52lim

1
; г) ( ))1ln()2ln()34(lim −−+⋅−

∞→
xxx

x
. 
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9. 
а) 42

4

32
528lim

xx
xx

x +⋅+
⋅+⋅−

∞→
; б) 

372
214lim 2

2

3 +⋅−⋅
−⋅+

→ x x
xx

x
; 

 
в) 

x
x

x +−
−−

−→ 82
73lim

2

4
; г) ( )xxx

x
ln)5ln()53(lim −+⋅+⋅

∞→
. 

10. 
а) 2

2

721
143lim

xx
xx

x ⋅+⋅+
⋅+⋅

∞→
; б) 

15+8
25lim 2

2

5 ⋅+

−
−→ xx

x
x

; 

 
в) 

x
x

x −
−−

→ 2
31lim

4
; г) ( )xxx

x
ln)4ln()72(lim −+⋅−⋅

∞→
. 

 
Задание № 8. Исследовать функцию )(xfy =  на непрерывность: 

найти точки разрыва функции (если они есть) и определить их 
ип. Построить схематический график функции. 

 
т

1. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧ −<
+ ;2     ,|2| xx 6. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧−        ,1 x

>
−

≤≤−−

+

=

.2        ,
2

1
;2  ,4

x
x

x

y 2 x

2
2x

>
−
−

≤≤−−−

−<
+

=

.2   
2

|2|
22  ,4

;2
2

x
x
x

x

x

y

2. 

     ,

;2x  

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

> .x
−

≤≤−−

−
+
+

=

3
3

1
;33  ,9

     ,
3

||

2

x

xx

x
x

y  

7. 
< ;3x

        ,

3

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>
−
−

≤≤−−−

−<
+

−

=

.3        ,
3

|3|
;33  ,9

;3       ,
3

1

2

x
x
x

xx

x
x

y  

3. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>
−

≤≤ ;1x−

<

=

.1        ,
1

1
0  ,1

;0     ,||

2

x
x

x
x
x

y  

8. 

x

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>

≤≤−−

−<
+

−

=

.0        x,||
;01  ,1

;1       ,
1

1

2

x
x

xx

x
x

y  
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4. 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

> .x
−

−

⋅
−

=

2
2

1
;0  ,4

0   ,||2

x

x

y  

9. 

≤≤ 2x

< ;  x

        ,

2x

x

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>
⋅

≤≤−−

−<
+

−

=

.2        ,||2
;22  ,4

;2   
2

1

2

x
x
x

xx

x
x

y  

5. 

    ,

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>
−

≤≤ 3x−

⋅

=

.3
3

1
;0  ,9

; ||3

2

x
x

x
x
x

y  

10.
< 0

        ,

    ,

x

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

>
⋅

≤≤−−

−<
+

−

=

.0        ,||3
;03  ,9

;3
3

1

2

x
x
x

xx

x
x

y  

 
Задание № 9. йти производные первого рядка данной 

функции, используя правила вычисления производных.  
 

1. 1) sin3 ⋅ , 2) 

       ,

На  по

xxy 32 −= tgxxy ⋅= , 
 

3) 
x

xlny
cos34 ⋅−

= , 4) 2ty

tx
 

2. 1) ⋅4 , 2) sin
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−=

=

).41/(1

,2arcsin

x+4 exy = xlnxy ⋅= , 

 
3) 

ctgx
xy

3
= , 4) 

1(
2ty

x
 

3
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=

.)1cos(

,)2t

. 1) xxy 33 ln3 −⋅= , 2) xey x arcsin⋅= , 
 

) 3 4x
ctgxy = , 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=

−=

.)1sin(

,)1(
2

2

ty

tx
 4) 

4. 3arcsin5 −⋅= , 2) 1) y 2 xx 3 2 ln xxy ⋅= , 
 

xe
xy , 4) 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

.

),(
2

2

ty

ttgx
 3) 

3 4
=

5. 1) xarctgxy += 344 ⋅ , 2) xexy ⋅= 5 , 
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x

tgx

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅=

+=

).3(

,7
2

2

tctgy

tx
 y =3) 

ln
, 4) 

6. 1) xarcctgxy 35 75 ⋅−⋅= , 2) )13(cos −⋅⋅= xxy ,

 
3) xe

y 3
=

x5
, 4) 

7

⋅

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

−=

).arccos(

),1ln(
2

4

ty

tx
 

. 1) xxy 33 cos210 ⋅+⋅= , 2) xxy sin4 ⋅= , 
 

3) 
x

xln ⎪⎧ += 1/(3xy
arcsin

= , 4) ⎨
= .

),2

arcctgty
t  

8. 1) 

⎪⎩

xtgxy 33 2 76 ⋅−⋅= , xey x arccos⋅= , 2) 
 

3) 42 x
ctgxy

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅
= 4) , 

+⋅+ 22 t=

=

.

(
2ty

arctgx
 

9. 3arccos= 2) 
 

+ ,)1 2t

1) y xx6 27 ⋅+⋅ , ctgx , ey x ⋅=

3) 
3 2x

, ln5 x⋅
=

2(

,3 t

ey

ex

1

y 4) 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

⋅=
−

−

.)2t
 

0. 
1) ctgx

x
y ⋅+= 32 , 2) rctgxxy a⋅= sin , 

 
3) 

xn
ey

x

arcsi
= , 4) 

 
Задание № 10 Найти наи ше и наименьшее значения 

функции на отрезке
 
1. ;             

2. 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⋅−=

⋅−=

).41(cos

),41(sin
2

2

ty

tx
 

. боль е 
 )(xfy =   ],[ ba . 

712)( 3 +⋅−= xxxf ]3 ;0[ . 

2
3
5)( 26 +⋅−= xxxf ;            ]2 ;0[ . 
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xxxf cos
2
3)( +⋅=3. ;           ]/2 ;0[ π . 

2163)( 34 +⋅−⋅= xxxf4. ;    ]1 ;3[− . 

5. ;             

6. ;              

13)( 3 +⋅−= xxxf ]2 ;2/1[ . 

xxxf ⋅+= 12)( 4   ]2 ;2[− . 

7. xxxf sin
2
3)( −= ;             ]/2 ;0[ π . 

8. 4

4
381)( xxxf ⋅−⋅= ;            ]4 ;1[− . 

9. ;                   55)( xxxf −⋅= ]3 ;1[− . 
10. ;                   xxxf sin)( −= ] ;[ ππ− . 
 

Задание № 11. Найти уравнение касательной и нормали к гра-
фику функции )(xfy =  в указанной точке Сделать чертеж. 
 

1) 

 0x . 

, х0 = 2; 6) 
x

y 11+=
1

1
+

=
x

y , х0 = 1; 

2) 
1

2
2 +
⋅

=
x

xy , х0 = 1; 7) 
x

xy 12 +⋅= , х0 = 0,5;

3) xy ⋅= 2 , х0 = 4; 8)  х0 = 0; 

4) 

xey −⋅= 2 ,

1

2

+
=

x
xy , х0 = –2; 9) xe

xy +
=

1 , х0 = 0; 

5) 
1
12

−
+

=
x

xy , х0 = 0; 10) , х0 = –1.

 
Задание № 12. Построить график функции

xxy ⋅+= 32

 )(xfy = , ис-
пользуя общую схему исследования функции. 
 

1) 
; 

6) 

1
1

2

2

−
+

=
x
xy24

4
x
xy

+
⋅

= ; 
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2) 
; 

7) 
x

xxy )1( −
=

)2( −⋅ ; 
1

2

−
=

x
xy

3) 

3
52

−
−

=
x

xy ; 
8) 

1
12 2

+
++⋅

=
xxy ; 

x
4) 

2

2

41
42

x
xy

⋅−
⋅−

= ; 
9) 

2
52

+
+

=
x
xy ; 

5) 2

21
1

x
xy
+
−

= ; 
10)

1
12

−
+−

=
x

xxy . 
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