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1 Определение перемещений в балках при изгибе

1.1 Прогиб и поворот сечения балки

При действии внешних сил, расположенных в одной из главных плоскостей инерции балки, наблюдается искривление ее оси в той же плоскости, т.е. происходит плоский изгиб.

[image: image597.png]


На рис. 1.1, а изображена искривленная ось балки, защемленной одним концом и нагруженной на другой конец сосредоточенной силой. Центр тяжести О какого-либо сечения с координатой х перемещается в точку О1.

Перемещение ОО1 центра тяжести сечения по направлению, перпендикулярному к оси балки, называется прогибом балки в этом сечении и обозначается буквой y.

При деформации балки сечение, оставаясь плоским, поворачивается по отношению к своему прежнему положению. На рис. 1.1, б показаны сечения О ( О1 и В ( В1 до и после перемещения.

Угол 
[image: image1.wmf]q

, на который каждое сечение поворачивается по отношению к своему первоначальному положению, называется углом поворота сечения.

Выберем систему координат, которой будем в дальнейшем пользоваться. Начало координат расположим в одной из точек оси балки, которую всегда будем принимать за ось х; ось y будем направлять перпендикулярно оси балки вверх. При таких условиях уравнение
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представляет собой уравнение кривой, по которой изогнется ось балки. Касательная к изогнутой оси балки (рис. 1.1, б) в точке О1 составит с осью х угол поворота поперечного сечения относительно первоначального положения. С другой стороны, тангенс угла, образованного касательной к кривой 
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На практике для стальных балок в зависимости от их назначения ставят, чтобы прогиб не превосходил 0,001(0,004 доли пролета. Отсюда углы поворота 
[image: image5.wmf]q

 бывают очень малыми углами, обычно не больше 1º. Для таких углов можно считать, что тангенс угла равен углу, выраженному в радианах
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т.е. угол поворота сечения равен первой производной по х от прогиба у в этом сечении.


Таким образом, задача изучения деформаций балки сводится к получению уравнения изогнутой оси 
[image: image7.wmf](
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; зная его, мы можем вычислить дифференцированием и угол поворота для любого сечения балки.

1.2 Дифференциальное уравнение изогнутой оси


Для того чтобы получить величину прогиба у как функцию от х, установим зависимость деформации балки от внешних сил, изгибающих ее, от ее размеров и материала. Используем формулу изгибающего момента
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и распространим ее на общий случай изгиба, т.е., пренебрегая влиянием поперечной силы на деформации балки, запишем
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где   
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 ( радиус кривизны участка изогнутой оси балки между двумя смежными сечениями на расстоянии х от начала координат; 
[image: image11.wmf](
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 ( изгибающий момент в том же сечении; EJ – жесткость поперечного сечения балки.
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На рис. 1.2. изображено изменение радиусов кривизны по мере изменения изгибающего момента.

Для получения уравнения изогнутой оси необходимо использовать математическую зависимость между радиусом кривизны оси и координатами ее точек x и y:
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Подставляя это значение для кривизны 
[image: image13.wmf])
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 в формулу (1.5), получаем дифференциальное уравнение, связывающее х, y, М(х) и ЕJ:
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Это и есть дифференциальное уравнение изогнутой оси или «дифференциальное уравнение упругой линии».
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Для большинства практически встречающихся задач величина 
[image: image15.wmf]dx
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 ( угол поворота сечения балки очень мала, что позволяет пренебречь ее величиной по сравнению с единицей в формуле (1.7) и эта зависимость упростится:
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Это уравнение называется приближенным дифференциальным уравнением изогнутой оси балки.

Правило знаков для изгибающего момента установлено независимо от направления координатных осей, вторая же производная положительна, если в сторону положительной оси у обращена вогнутость кривой, и отрицательна – если выпуклость (рис. 1.3).
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При направлении оси у вверх в уравнении (1.8) следует оставить плюс, а при направлении вниз – знак минус.

Условимся в дальнейшем всегда ось у направлять вверх и дифференциальное уравнение (1.8) и писать в виде:
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Для получения из дифференциального уравнения изогнутой оси уравнения прогибов 
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 необходимо произвести интегрирование уравнения (1.9). Выражение для 
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 является функцией от х, поэтому интегрируя, получаем
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интегрируя второй раз, будем иметь
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Мы получим уравнение углов поворота
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и уравнение прогибов
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Постоянные интегрирования С и D для каждого примера определяются в частном порядке из так называемых граничных условий, зависящих от способов закрепления балки.

1.3 Интеграл Мора

Рассмотрим вывод общей формулы для определения перемещений при изгибе.
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Определим прогиб в точке К двухопорной балки, изображенной на рис. 1.4, а.

Для упрощения вывода показываем только одну силу, но выражение, которое будет получено, справедливо при любых нагрузках.

Приложим к ненагруженной балке в точке К некоторую силу Т (рис. 1.4, б). Состояние балки при ее нагружении силой Т называют вспомогательным, или фиктивным, так как в действительности его не существует и нужно лишь оно для вывода формулы перемещений. Определим работу внешних сил и энергию деформаций для вспомогательного состояния балки.

Работа силы Т на перемещении 
[image: image25.wmf]KT
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 (здесь первый индекс указывает точку, в которой определяется перемещение, а второй – причину, вызвавшую это перемещение) определяется по теореме Клапейрона:
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Соответствующая энергия деформации определяется по формуле:
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где 
[image: image28.wmf]xT
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 ( изгибающий момент в произвольном сечении балки, возникающий от действия силы Т.

Конечно, 
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Приложим к балке, нагруженной силой Т, заданную силу F (рис.1.4, в).


Точка K получит дополнительное перемещение 
[image: image31.wmf]KT
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, и сила Т совершит дополнительную работу:
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В этом выражении нет множителя 
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, т.к. в процессе нагружения балки силой F сила Т была уже приложена и ее величина не изменилась. Сила F совершит работу по перемещению 
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 точки ее приложения:
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Энергия деформации, соответствующая нагружению балки силой F (рис. 1.4, а), равна 
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При этом 
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Полная работа внешних сил представляется как сумма трех слагаемых:
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Энергию деформации при совместном действии сил Т и F найдем по формуле (1.13), принимая 
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, вычисляя изгибающие моменты на основе принципа независимости действия сил:
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Раскрывая скобки и приравнивая правые части выражений (1.19) и (1.21), получим:
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Первое и второе слагаемое левой части равны соответственно первой и второй суммам интегралов правой части. Отсюда получаем
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Для определения искомого перемещения 
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 разделим обе части полученного выражения на фиктивную силу Т, тогда 
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Величина 
[image: image50.wmf]T
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 имеет размерность длины и представляет собой изгибающий момент в произвольном сечении балки, вызванный действием силы, равной безразмерной единице и приложенной в той точке, где определяется перемещение. Обозначим этот момент М1 и назовем его единичным моментом. Опускаем индекс х у изгибающего момента от заданных сил, окончательно получаем следующую формулу для определения перемещений, называемую формулой или интегралом Мора:
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Если определению подлежит не прогиб, а угол поворота какого-либо поперечного сечения, то к разгруженной балке прикладываем в этом сечении не единичную силу, а безразмерный единичный момент.


После вычисления интеграла Мора знак плюс говорит о том, что направления прогиба или угла поворота соответствуют направлению приложенной единичной силы или единичного момента. Знак минус укажет, что эти направления взаимно противоположны.


Если учитывать как изгибающие моменты, так и поперечные силы, то интеграл Мора будет иметь вид
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где  QF и Q1 – соответственно выражения поперечных сил от заданной нагрузки и от единичной силы для поперечного сечения балки, а k – коэффициент, зависящий от формы поперечного сечения балки.


В том случае, если жесткость поперечного сечения балки постоянна по всей длине или на отдельных участках, формула (1.25) перепишется как
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Пример. Необходимо определить прогиб посередине пролета и угол поворота сечения на левой опоре балки (рис. 1.5, а).
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Для определения перемещения по методу Мора составляем уравнение изгибающих моментов для участков I и II балки, при чем для I участка начало координат принимаем на левой опоре, а для II – на правой:
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Прикладываем к ненагруженной балке посередине пролета единичную силу (рис. 1.5, б) и составляем выражения единичных моментов, выбирая начало координат как при составлении 
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Подынтегральные выражения для I и II участков одинаковы, поэтому достаточно определить лишь интеграл для участка и результат удвоить.
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Положительный результат указывает, что прогиб направлен в сторону единичной силы, т.е. вниз. 


Для определения угла поворота в левой опоре в точку А прикладываем единичный момент (рис. 1.5, в). Уравнения единичного момента составим отдельно для I и II участков, по-прежнему принимая начало координат в первом случае на левом, а во втором – на правом конце балки.
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Знак плюс указывает, что сечение поворачивается в направлении единичного момента, т.е. по часовой стрелке.

1.3 Вычисление интеграла Мора по способу Верещагина

А.М. Верещагин предложил упрощенное вычисление интеграла Мора:
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т.к. единичной силой бывает либо сосредоточенная нагрузка, либо пара сил, то эпюра сил М0 оказывается ограниченной прямыми линиями. Поэтому вычисление 
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 при 1.6.:

 Пусть эпюра изгибающих моментов от внешних нагрузок МF имеет криволинейное очертание (рис. 1.6, а), а эпюра изгибающего момента от единичной нагрузки М0 прямолинейное (рис. 1.6, б). Произведение М(dx можно рассматривать как элемент d( площади эпюры МF, заштрихованной на рис. 1.6, а, а ордината М0 равна:       
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Вопросы для самоконтроля

1. Как записывается основное дифференциальное уравнение изогнутой оси балки?

2. Почему оно является приближенным?

3. Как выбирается знак уравнения правой части?

4. Какими основными величинами характеризуется деформация балки при изгибе?

5. Как записывается интеграл Мора для вычисления деформаций при изгибе?

6. С помощью каких условий находятся произвольные постоянные, получающиеся в результате двукратного интегрирования дифференциального уравнения изогнутой оси?

7. Какова их размерность и физический смысл?

8. При каком условии заранее можно сказать, что оба постоянные должны быть равны нулю?

9. В чем смысл графоаналитического метода Верещагина исследования деформаций при изгибе?

10. Какие балки называются фиктивными?

11. Какую размерность имеют фиктивные силы и фиктивные изгибающие моменты?

2 Внецентренное растяжение (сжатие)
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Весьма часто продольная нагрузка бывает приложена не в центре тяжести поперечного сечения стержня, а смещена с некоторым эксцентриситетом относительно главных осей сечения (рис. 2.1, а).
Применим метод сечений, определим в любом поперечном сечении стержня продольную силу N=F и изгибающие моменты, равные относительно оси х
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и относительно оси у
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Поэтому напряжение в любой точке поперечного сечения с координатами х и у будет определяться по формуле
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Для сечений имеющих выступающие угловые точки, экстремальные напряжения определяются по формуле:
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где 
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 - моменты сопротивления сечения относительно осей х и у.

Наибольшее положительное напряжение будет в точке Е (рис. 2.1, б), т.к. здесь суммируются растягивающие напряжение от центрального напряжения и растягивающие напряжения от изгиба в двух плоскостях:
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Наибольшее отрицательное напряжение будет в точке D:


[image: image79.wmf]Wy

My

Wx

Mx

A

N

D

-

-

=

s

.

При этом они могут получиться как растягивающими, так и сжимающими.

Условие прочности по растягивающим напряжениям: 
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Если точка приложения силы находится на одной из главных осей сечения, например на оси у, то предыдущая формула упрощается:
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При произвольной форме сечения для определения положения опасных точек необходимо найти положение нулевой линии. Уравнение нулевой линии получим, приравняв напряжение нулю:
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где х0 и у0  ( текущие координаты точек нулевой линии.

Введем обозначение: 
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Величины 
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  называются радиусами инерции сечения относительно осей х и у.
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Так как  
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Это и будет уравнение нулевой линии. Е = 0 можно представить в виде уравнения прямой в отрезках:
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где 
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 представляют собой отрезки, отсекаемые нулевой линией на осях х и у.
Пример. Чугунный короткий стержень прямоугольного поперечного сечения, изображенный на рисунке 2.2, сжимается продольной силой F, приложенной в точке А.

Требуется: 1) вычислить наибольшее растягивающее и наибольшее сжимающее напряжения в поперечном сечении, выразив величины этих напряжений через F и размеры сечения; 2) найти допускаемую нагрузку F при заданных размерах сечения и допускаемых напряжениях для чугуна на сжатие 
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Решение. Определим положение нулевой линии. Для этого воспользуемся формулами
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Координаты точки приложения силы (точки А) будут следующими: 
[image: image96.wmf]80120

400,04,600,06.

2222

FF

bh

x

мммyммм

========


Квадраты радиусов инерции определим по формулам:
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Определяем отрезки, которые нулевая линия отсекает на осях х и у.
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Откладываем на оси х – х0, а на оси у – у0 и проводим через полученные точки нулевую линию n – n (рис. 2.2). Видим, что наиболее удаленные точки сечения - это точка А в сжатой области и точка В в растянутой области. Координаты этих точек следующие: А (0,04; 0,06), В (–0,04; –0,06). Определим величину напряжения в этих точках, выразив их через силу F:
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= 52,92 F.

Напряжение в точке А не должно превышать допускаемое напряжение на сжатие 
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, а напряжение в точке В не должно превышать допускаемое напряжение на растяжение 
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Из первого выражения величина F 
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Принимается нагрузка наименьшая из двух найденных, т.е. 
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Вопросы для самоконтроля

1. В каких случаях возникает внецентренная деформация?    

2. В каких точках поперечного сечения стержня возникают величины наибольших напряжений и каким образом они вычисляются при внецентренном растяжении или сжатии?   

3. Какая линия называется нейтральной линией и что она делает с площадью поперечного сечения стержня?  

4. Какова величина напряжения на нейтральной линии?       

5. Какой квадрант пересекает нейтральная линия в поперечном сечении по отношению к точке приложения внешней нагрузки?   

6. Каким образом определяется положение нейтральной линии?   

7. Из какого выражения определяется величина радиуса инерции поперечного сечения относительно центральных осей?

3 Косой изгиб

Косой изгиб возникает в том случае, когда внешние силы перпендикулярны оси стержня, не лежат в плоскости, проходящей через ось его поперечного сечения.

В этом случае возникающий в поперечном сечении изгиб можно разложить на два изгибающих момента, действующих в плоскостях, проходящих через главные оси сечения.
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Таким образом, косой изгиб можно рассматривать как сочетание двух плоских изгибов во взаимно перпендикулярных плоскостях.

При косом изгибе нормальное напряжение в любой точке сечения равно алгебраической сумме напряжений от изгиба в обеих плоскостях.

Рассмотрим точку С, имеющую координаты х и у относительно главных осей (рис. 3.1).

В этом сечении:

а) в вертикальной плоскости с нейтральной осью х
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б) в горизонтальной плоскости с нейтральной осью у
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где 
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image113.wmf];
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 ( вертикальное и горизонтальное соотношение силы F, l – единица балки, 
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 ( угол наклона силовой плоскости относительно х.
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При изгибе в вертикальной плоскости в верхней половине балки и точке С возникают растягивающие напряжения, внизу ( сжимающие:
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где  y – расстояние от нейтральной оси х до точки С;

       Jx – момент инерции сечения относительно x.

В горизонтальной плоскости 
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где  x – расстояние от оси y до точки С;

       Jy – момент инерции сечения относительно оси y.
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Если сечение имеет выступающие угловые точки, для хmax и уmax достигаются одновременно (прямоугольник, двутавр), то наибольшие по абсолютной величине напряжения возникают в этих точках:
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где 
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 – моменты сопротивления сечения относительно осей х и у . 

Опасными будут те угловые точки сечения, где суммарное 
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Для сечения произвольного очертания, не имеющего выступающих угловых точек  (рис. 3.2), необходимо найти «опасное сечение», т.е. точки сечения, в которых будут действовать наибольшие по величине растягивающие и сжимающие напряжения.

Это производится следующим образом.

В начале производится определение нейтральной линии при косом изгибе, т.к. геометрическое место точек, в которых нормальное 
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 т.е. линия, разделяющая растянутую и сжатую части сечения.
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Уравнение нейтральной оси получим из условия, что нормальные напряжения в точках, лежащих на этой оси, равны нулю. Обозначим координаты этих точек 
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 значение, равное нулю:
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сокращая на  ( М, получим
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Это и есть уравнение нулевой линии, она является прямой, проходящей через центр тяжести сечения при 
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 Тангенс угла наклона нейтральной линии равен абсолютной величине отношений 
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Из уравнения нейтральной линии получаем
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Таким образом,  положение нейтральной оси зависит не от величины силы F, а лишь от угла наклона плоскости внешних сил к оси х и от формы сечения.

Вопросы для самоконтроля

1) В каких случаях возникает косой изгиб?

2) Как вычисляются нормальные напряжения в точках поперечного сечения при косом изгибе с помощью принципа сложения действия сил?

3) Почему в точках сечения одинаково удаленных от нейтральной линии напряжения должны быть одинаковы? 

4) Что собой представляет нейтральная линия? 

5) Как записывается уравнение нейтральной линии? 

6) Через какую точку сечения проходит нейтральная линия при косом изгибе и что она делает с этим сечением? 

7) Как определяется угол наклона нейтральной линии?

4 КРУЧЕНИЕ С ИЗГИБОМ

[image: image609.png]Puc. 2.1




Одновременному действию кручения и изгиба особенно часто подвергаются детали машин, передающие вращательное движение, т.е. валы. При расчете валов, а также других элементов конструкций, испытывающих одновременно действие кручения и изгиба (рис. 4.1), влиянием поперечных сил пренебрегаем, т.к. соответствующие им касательные напряжения в опасных точках вала невелики по сравнению с касательными  напряжениями  от кручения и нормальными напряжениями от изгиба.

Рис. 4.1

[image: image610.png]


Опасным сечением будет сечение у заделки, т.к. здесь наибольшие МИЗ и МКР   (рис. 4.1).  В этом сечении опасными будут точки А и В, наиболее удаленные от нейтральных осей.

Рассмотрим точку А.  В ней наибольшие 
[image: image132.wmf]max
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По площадке продольного сечения нормальные напряжения отсутствуют, а касательные (в силу закона парности сил) имеют ту же величину, что и в поперечном сечении.

Так как напряженное состояние двухосновное, то для проверки прочности применяем третью или четвертую теории прочности:
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Условие прочности по третьей гипотезе прочности (гипотеза наибольших касательных напряжений):
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Подставляя сюда значения 
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Учитывая, что  
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Отсюда получаем зависимость для подбора сечения:
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Если вал изгибается в двух плоскостях  - горизонтальной и вертикальной, то 
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По четвертой гипотезе прочности (гипотезе удельной потенциальной энергии измерения формы) условие прочности для плоского напряженного состояния записывается следующим образом:
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Подставим сюда 
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Подбор сечения:
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По четвертой теории прочности 
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Определение скручивающего момента, передаваемого на вал.

При известной мощности N и числе оборотов n скручивающий момент определяется как
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Если  N – квт, n - об/ мин, K = 9736
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Если  N - квт.  n - рад/с, то K = 1  
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Пример (рис. 4.3). Определить диаметр вала.


Определяем скручивающие моменты на шкивах:
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Строим эпюру крутящих моментов по участкам вала, используя метод сечений (рис. 4.3, а.).

I участок:
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II участок:
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Определим напряжение ветвей (рис. 4.4):
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Определяем давление на вал в точках крепления шкивов от действия суммарных сил напряжения ветвей:
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Постоим эпюры изгибающих моментов от действия вертикальных сил (эп. 
[image: image164.wmf]y

M

) и от горизонтальных сил (эп. 
[image: image165.wmf]x

M

). Для этого представим вал как двухопорную балку и рассмотрим ее отдельно под воздействием вертикальных сил, а затем и горизонтальных усилий внешних нагрузок.

Определяем опорные реакции в вертикальной плоскости из условий стратегического равновесия:
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Проверка:
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Направления и величины реакций в вертикальной плоскости определены верно.


Вычисляем значения изгибающих моментов в сечениях С, А, Е, K, В и строим эпюру (рис. 4.3, б).
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Определяем опорные реакции балки в горизонтальной плоскости:
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Проверка: 
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Находим значения изгибающих моментов и строим по этим точкам эпюру 
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 (рис. 4.3, в).
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Далее, зная величины изгибающих моментов в горизонтальной и вертикальной плоскостях, геометрически складываем их значения в тех же самых характерных точках и получаем значения суммарных изгибающих моментов 
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По полученным величинам строим эпюру суммарных изгибающих моментов (рис. 4.3, г).


Находим опасное сечение по величине максимального эквивалентного момента из третьей теории прочности:
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Это значение будет в точке K.
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Из условия прочности определяем диаметр вала:
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Принимаем 
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 = 35 мм.

Вопросы для самоконтроля


1. Какие напряжения возникают при совместной деформации кручения и изгиба и как они вычисляются? 


2. Как записывается условие прочности по третьей и четвертой гипотезам прочности через главные напряжения? 


3. Где находится опасное сечение вала и как оно определяется? 


4. Каким образом определяется диаметр вала из условий прочности по третьей и четвертой гипотезам прочности? 


5. Какие коэффициенты принимаются при расчете величин крутящего момента при различных единицах измерения передаваемой мощности и заданном числе оборотов? 


6. Опишите порядок расчета диаметра вала при кручении с изгибом.

5 УСТОЙЧИВОСТЬ ЭЛЕМЕНТОВ КОНСТРУКЦИЙ

Из теоретической механики известно, что равновесие абсолютно твердого тела может быть устойчивым, безразличным и неустойчивым. Например, шар, лежащий на вогнутой поверхности, находится в состоянии устойчивого  равновесия.    Если сообщить  ему  небольшое отклонение от этого положения и отпустить, то он снова возвратится в свое исходное положение  (рис. 5.1, а).    Шар, лежащий на горизонтальной поверхности, находится в состоянии  безразличного    равновесия  (рис. 5.1, б).  Будучи   отклоненным   от положения равновесия,   он в положение исходное не возвращается. Шар, лежащий на выпуклой поверхности, находится в состоянии неустойчивого равновесия (рис. 5.1, в). Будучи отклоненным от первоначального положения, он в это место никогда самостоятельно не вернется.

Аналогичный пример с длинным стержнем при действии сравнительно небольшой осевой сжимающей силы (меньше некоторого критического значения) находится в состоянии устойчивого равновесия (рис. 5.2, а).
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Рис. 5.1

Если незначительно изогнуть его какой-нибудь поперечной нагрузкой и затем эту нагрузку убрать, то стержень вновь примет свою прямолинейную форму равновесия.

При значении сжимающей силы, превосходящей или равной критической величине, теряется прямолинейная форма равновесия, которая оказывается при этом устойчивой (рис. 5.2, б).

До тех пор пока сжимающая сила меньше критической, прогибы стержня будут незначительные, но при приближении этого значения будут неограниченно возрастать (рис. 5.2, в).

Наименьшее значение сжимающей силы, при котором сжатый стержень теряет способность сохранять прямолинейную форму равновесия, называется критической силой FКР .

Рис. 5.2
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Определив критическую силу, необходимо установить допускаемую силу, действующую на сжатый стержень, которая меньше критической:
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где [nу] – коэффициент запаса устойчивости.

Величина коэффициента запаса устойчивости принимается несколько больше коэффициента запаса прочности, так как учитывает дополнительные неблагоприятные обстоятельства: начальную кривизну стержня, эксцентриситет приложенной нагрузки и т.д.

5.1 Определение критической силы

Величина критической силы по обобщенной формуле Эйлера определяется как
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где ( ( коэффициент приведения длины стержня, зависящий от способа закрепления  (рис. 5.3).
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JUnst GOJIbIIMHCTBA MPAKTHYECKH BCTPEYAKONIMXCS 33024 BEJIAUMHA
dy/dx - yron noBopora ceueHus GalKy OueHb Maja, 410 MO3BOJIAET Ipe-
HeOpeub €€ BEJIMYMHOM 110 CPABHCHHIO C €IHHULCH B dopmyne (1.7) u
3Ta 3aBUCUMOCTD YIIPOCTHTCS:

2 2
i‘éx{ - f‘g‘) HIH EJ%zM(x). (1.8)

OTO ypaBHEHHE HA3BIBAETCA IPHOIIDKEHHBIM AuddepennmansHbM
YPABHCHHEM U30THYTOM OCH GaJIKH.

IIpaBuIo 3HAKOB /1A H3rMGAIOMIEr0 MOMEHTA YCTaHOBJICHO HE3aBH-
CHMO OT HANpPaBJICHHAs KOOPJIMHATHEIX OCEH, BTOpas e MPOM3BOAHAS 110-
JIOXUTCIIbHA, €CIIH B CTOPOHY IOJIOKHTEIBHOH OCH y 06paleHa BOTHY-
TOCTB KPHBOH, H OTPHIATENbHA ~ €CJIM BBITYKIOCTS (pHC. 1.3).

Ilpu HanpaeneHnH ocu y BBEpX B ypaBHEHHH (1.8) cnenyer ocra-
BHTB 3HAK IUTIOC, a IPA HANPABIICHNHA BHH3 — 3HAK MUHYC.
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1. OMPE/IEJIEHVE NMEPEMEIIEHHMI B BAJIKAX
IMPU M3T'MBE

1.1. IIporun6 u moBOpoOT ceueHus OAJKH

[Ipyn neiicTBMM BHEIIHHMX CHJI, PAcIOJIOKCHHBIX B OJXHOM W3 IJIaB-
HBIX TUIOCKOCTEH MHEpImM Oanmky, HaOMOJAcTCA HCKPHUBJICHHE €€ OCH B
TO# JK€ IUIOCKOCTH, T.€. TIPOUCXOUT IUIOCKUMN U3rH0.

Ha puc. 1.1,a m306pakeHa HCKpUBJICHHAs OCh OalIky, 3aeMJIICHHOMN
OJIHMM KOHIIOM M HArpy>KCHHOH Ha JPYrOM KOHIIC COCPEIOTOYECHHON CH-
joi. Lentp TsxkecTn O Kakoro-jmbo ceYeHust ¢ KOOPAMHATOM x mepeme-
maeTcsa B Touky O;.

s | F
A 10 Bz
A x N&

a) B)

Qc;-
-2l

™
|
/
B /
st
/
/ P
L\*
/
i

Puc. 1.1

Ilepememenne OO; meHTpa THKECTH CEUCHHA II0 HANpPaBJICHHIO,
NEPNECHIUKYTAPHOMY K OCH OaiKy, HAa3pIBACTCA MPOruboM OajKy B 3TOM
CCuYCHMH U 0003HaYacTCs OYKBOH y.

ITpu nedpopmaimm 6anku ceuycHHE, OCTaBasACh IIOCKHM, TIOBOpayvH-
BAETC MO OTHOLICHHMIO K CBOEMY IPEXHEMY NOnoxeHu0. Ha puc. 1.1,B
nokasansl ceueHuss O — O; u B — B 10 B mociie nepeMeneHus.

¥Yros @, Ha KOTOpBIH KOKAOE CEHCHHE MOBOPAYMBACTCA IO OTHO-
MIEHNIO K CBOEMY IEPBOHAYAILHOMY IOJIOKCHHIO, HA3BIBACTCH YITIOM
MIOBOPOTA CCUCHUSL.

BriOepeM cuCTEMy KOOpPAMHAT, KOTOpoi OylemM B JajbHeHIeM
MOJIb30BaThCs. Hauaso KoOpAMHAT PACTIONOXKKAM B OAHON W3 TOYCK MEp-
BOHAYAJILHOH ocH Oaku, KOTOPYIO Beeraa OyieM BhIOMpATh 3a OCh X: OCh
y OyIaeM HampaBJATh MEPHEHIUMKYJAPHO ocH Oanku BBepX. [Ipu Takmx
YCIIOBUAX YPaBHEHHE

y=f&) (1.1
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YCII0BUMCsE B JAIBHEHIIEM BCETIa OCh ¥ HAIIPABJIATh BBEPX M AH(-
¢epennmanbHOE ypaBHenue (1.8) mucars B Buae
EJfld%: M). (1.9)
Jlin nonyuenus u3 audPepeHIHATBHOTO YPABHEHHS HM30THYTOM
OCH YpaBHEHHUS NPOTHOOB y= f (x)'HC()6XO,ZII/IMO [IPOU3BECTU UHTETPHPO-
BaHue ypasHenus (1.9). Boipaxenue s M (x) ssisercs (pyHKImMeEk OT x,
TIOITOMY, UHTETPHPYA, MOIyIaeM

dy _ . .
EJa—x—jM(x) dx+C,

HHTETPHPYs BTOPOH pas, OyieM HMETh
EJy = [dx[M(x)dx+Cx+D.
M&! IOSTyYHM YpaBHEHHE YTJIOB IIOBOPOTA

_dy_ 1 :
H—EX——W[[M(x) dx+C]| (1.10)
Y YpaBHECHHE NPOrHOOB
1
y:FJ—[{dij(x)dx+Cx+D]. (1.11)

Iocrosrnbie uHTerpUpoBanus C U D 119 K&OKIOro mpuMepa orpe-
JEIBIIOTCA B YaCTHOM IOPSAKE U3 TaK HA3bIBAEMbIX IPAHMYHBIX YCJIOBHIA,
3aBUCAMMX OT CIIOCOOO0B 3aKPEIUICHHS OaIKH.

1.3. HuTerpaa Mopa

PaccmMoTpuM BEIBOZA OOmEH (OpMYNbI Ui OTIpECICHHUS Iepeme-
MICHUI TIPH U3ruoe.

Ompegenmum  mporu6 B Touke K AByxomopHOM — Gaiky,
m300paxeHHo# Ha puc. 1.4, a.



[image: image618.png]Puc. 14

Jins ynpolieHus BbIBOJIA TOKAa3bIBAEM TOJBKO OJHY CHIY, HO
BBIP&KCHUC KOTOPOE OyAET MOMYyYEHO, CIPABELIABO MPH JHOOBIX HArpy3-
Kax.

IIpuitoKuM K HEHarpy>keHHoi 6ayike B Touke K HEKOTOpYyro cwiy 7'
(puc. 1.4, 6). CocrosHue OaKu IIpH €€ HATPYKEHHH CHIOH T Ha3BIBAIOT
BCIIOMOI'aTe/IbHbIM, WM (UKTUBHBIM, TaK KaK B JCHCTBHATEIILHOCTH €ro0
HE CYIICCTBYET H HYXXHO OHO JIMIOb JUIA BBIBOJA (GOPMYIIHI IIEpeMeEIne-
Huid. OnpenenuM paboTy BHEMIHUX CHJI M SHEPrHro aeopMaumii s
BCIIOMOTaTeIbHOTO COCTOSHHS Oanku.

Pabota cunibl 7" Ha nepeMemennn A, (31eCh HePBbId HHAEKC yKa-
3bIBACT TOYKY, B KOTOPOH ONPENEAeTCs EPEMEMIEHUE, a BTOPOii — IPH-
YHHY, BBI3BIBABIIYIO 3TO IEPEMELICHHE) ONpeaeercsa no teopeme Kia-

IerpoHa.
AT=%T-AKT 1.12)
CootBetcTBYyIOmas dHeprus AedopManuu onpenensercs no ¢op-
MYyJIE:

Ur =25 Vs, (1.13)

rae M, - m3rubaromuii MOMEHT B l'IpOI’I3BOI[I>HOM CCUCHUM OallKH, BO3-
HHKAFOIHUMA OT NCHCTBUS CHITBI 7.
Koneuno, 4, =U,, T.¢.

2 .
I A =5 (M (1.14)

L
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ITpumep: Heobxonumo onpenenursd npomﬁ MOCEPEAMHE MPOJIETA U YTOJI
HOBOPOTA CCUCHHS Ha JIEBOi onope Oanku puc. 1.5, a.

oS 7 F T
A N ( — R LZ ﬁ,ﬁﬁg a)
»%__\Q‘_{\ é JerDrr 272
~2 P
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yf% A ( J‘ Il“ J'I [ Btye 2 g)
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Puc. 1.5

Jdng ompenencHus IepememieHus no merony Mopa coctaBisieM
yPaBHCHHA HU3rHOAIOMUX MOMEHTOB Ui y4acTKoB | 1 II Oanku, npuiem
11 | yuacTka Hayajio KOOpAMHAT IMPHHUMAEM Ha JieBoi omope, a i 11 —
Ha IpaBoift:

F

M=%z (0<z<1/2);

M=%z, 0<z,<1))

[MpuknajpiBacM K HEHArpYyXCHHOM Oanke IO cepeauHe MponeTra
CAMHUYHYIO CHIY puC. 1.5, 6, ¥ COCTAaBIIAEM BHIPAKCHUA €IHHUYHEIX MO-
MEHTOB, BHIOHMPAs HAYaJI0 KOOP/IMHAT KaK MPH COCTABICHUAU M

Méz%-zl (OSZISI/Z);
ME=1z 0<z,<Ip)

IMoauuTterpanbubie BhipaxeHus g | u Il yyacTkoB OJMHAKOBEL,
II0O3TOMY JOCTaTOYHO OIPEACIUTh JIMIIb MHIErpal I ydacTka H
pe3yJIbTaT YABOUTE.
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Torna npomssencuue M -dx-M° =dw- x-1ga | a Bech uHTErpaNn
IMF ~M°'dx=tgaj.da)-x

OTOT WHTErpai NpeACTaBIACT CO00M CTaTMUECKUt MOMEHT IUIO
a1 SMOPhl M OTHOCHTENBHO TOUKU A, YMHOXECHHBIA Ha X — Paccrod
HHE OT €€ LICHTPA THKECTH U 0 TOYKH A, TO

jMF M -dx=w-x tga

10 BeJEMHUHE X -1g0 = M - opamHarta Smopsl M® HOI HEHTPOM Tsbke
CTH 3MIOPHL M.
[Mp-M-dx=0-M;

Bonpocs! CaMOKOHTPOJIS

1. Kak 3anmcriBaeTcss OCHOBHOE U PepeHIIMANBHOE YPaBHEHUE H30THY
Toii ocu Ganku? 2. Tlouemy oHO sBnsieTcs MpuOIDKeHHBIM? 3. Kak BEI
OHMpaeTcs 3HaK ypaBHCHHA npaBoid yacTu? 4. Kakumu OCHOBHBIMH BEJIH
YHMHAMH XapakTepu3yetcs achopmarms 6anku mpu m3rude? 5. Kak 3anu
chIBacTCA HHTErpai Mopa And BeaMciacHus AedopManuii npu u3rude? 6
C noMOIbIO KaKHX YCIIOBAHA HAXOIATCA IPOU3BOJIHEIE TIOCTOSHHEIE, MO
JTYYaIOmuecs B pe3y/IbTaTe ABYKPATHOrO HHTETpHpoBaHua AubdepeHiy
aJTbHOTO YpaBHCHHA H30THYTOM ocH? 7. KakoBa MX pa3MEpHOCTh U (pu3H
yeckuif cMuica? 8. IIpu KakoM yCJIOBHH 3apaHee MOXHO CKa3arh, YTO 00
TIOCTOSHHBIC I0JDKHBI OBITH paBHBEL HYO? 9. B ueM cMbich rpadoanann
THYECKOro MeToJia Bepemarusa uccnefoBanus Aehopmanyii npu U3y
0e? 10. Kakne Oankm HazpmBaroTcs puxktmBHBIMU? 11. Kakyio pasmep
HOCTh HMCIOT (PHMKTHBHBIC CHITHI H (PUKTHUBHBIC H3rHOAIONHE MOMEHTHI?
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Ha BHIIYKJION MOBEPXHOCTH, HaXOAWTCA B COCTOSHHH HEYCTOHYHMBOIO
paBHOBecHs  puc.5.1,B. ByAyun OTKIOHEHHBIM OT NEPBOHAYAILHOTO
MOJIOKEHHS, OH B 3TO MECTO HUKOTIA CAMOCTOSTENFHO HE BEPHETCH.

AHQIOTHYHBIM TPUMEP C UIMHHBIM CTEPXKHEM IPH JACHCTBHH
CpPaBHHTEBHO HEGONBIION OCEBOM CKMMAIOMEH CHIbI (MEHBIIE HEKO-
TOPOTO KPHTHYECKOTO 3HAYCHHA) HAXOAUTCA B COCTOSHAM YCTOHYMBOTO
paBHOBecHs pHC.5.2,a.

a) 6) 8

Puc.5.1.
Ecnu He3HAYMTENEHO H30THYTH €10 KakoH-HHUOY b MONEPEYHOH Harpys-
KO W 3aTeM 3Ty Harpy3Ky yOparb, TO CTEPXCHb BHOBb IIPHMET CBOIO
MPAMOJHHEMHYIO GOPMY paBHOBECHL.

IIpy 3Ha4YeHHH CHKUMAIOMIEH CHIIBI, IPEBOCXOASAIICH WA PaBHOH
KPHTHYECKYIO BEIMUHHY, TEPAETCA NpAMOJIMHEHAs GopMa paBHOBECHS,
KOTOpasi OKa3bIBAETCA IIPH ITOM YCTOHYMBONH  pHC.5.2,0.

Jlo Tex mop, NoKa CXKAMAIOMAsk CHIIa MEHBIIE KPHTHYECKOH, Ipo-
ra0bl cTepXHA OyAyT HE3HAYMTENbHBIC, HO NMPH MPHOIMKCHHH JTOTO
3Ha4YeHUs OyIyT HEOTPAHUYEHHO BO3PAcTaTh PHC.5.2.B.

HaumeHpmee 3HaYeHHE CHKMMAOMEH CHJIBL, P KOTOPOM CiKa-
THIH CTEPIKEHD TEPSIET CIIOCOGHOCTh COXPAHATH MPAMOJIMHEHHYIO Gopmy
PpaBHOBECHS, HAa3bIBACTCS KPUTHUECKOM CHIIOH Fyp.

F< F](p F= F[cp ‘ F> FKp
a) 6) B)

Puc. 5.2
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Рис. 5.3

Формулой Эйлера не всегда можно пользоваться, т.к. ее вывод которой основан на законе Гука. Закон же Гука справедлив в зоне упругой деформации, пока напряжения не превосходят предела пропорциональности.

Предел применимости формулы Эйлера определяется по критическому напряжению, возникающему в поперечном сечении стержня под воздействием критической силы: 
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где    А – площадь поперечного сечения стержня;
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 ( наименьший радиус инерции поперечного сечения стержня, тогда
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 называется гибкостью стержня. 

Отсюда       
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Формула Эйлера применима при условии 
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– напряжение предела пропорциональности материала стержня.

Условие применимости формулы Эйлера в виде 
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где 
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 ( предельная гибкость стержня для материала, из которого он изготовлен.

Классический пример для определения предельной гибкости малоуглеродистой стали:  
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т.е. если мы получаем гибкость стержня из малоуглеродистой стали более или равную 100 единиц, то для определения критической силы применяется формула Эйлера. Если же гибкость стержня меньше предельного значения гибкости, то для нахождения величины критической силы используют формулу Ясинского:
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где 
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и 
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– эмпирические коэффициенты равные  
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 = 310 МПа; 
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 = 1,14 МПа.


Вместо двух формул Эйлера и Ясинского, определяющих диапазон гибкостей, удобнее иметь одну формулу, используемую при любой гибкости для определения допускаемой нагрузки:
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где 
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 - допускаемое нормальное напряжение на сжатие; 
[image: image219.wmf]j

 - коэффициент продольного изгиба, зависящий от материала и гибкости стержня (табл. 5.1).

Таблица 5.1

	Гибкость
[image: image220.wmf]l
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 для

	
	сталей

Ст. 1, Ст. 2,

Ст. 3, Ст. 4 
	сталей

Ст. 5
	Стали повышенного   качества
	чугуна
	дерева

	0

10

20

30

40

50

60

70

80

90

100

110

120

130

140

150

160

170

180

190

200
	1,00

0,99

0,96

0,94

0,92

0,89

0,86

0,81

0,75

0,69

0,60

0,52

0,45

0,40

0,36

0,32

0,29

0,26

0,23

0,21

0,19
	1,00

0,98

0,95

0,92

0,89

0,86

0,82

0,76

0,70

0,62

0,51

0,43

0,37

0,33

0,29

0,26

0,24

0,21

0,19

0,17

0,16
	1,00

0,97

0,95

0,91

0,87

0,83

0,79

0,72

0,65

0,55

0,43

0,35

0,30

0,26

0,23

0,21

0,19

0,17

0,15

0,14

0,13
	1,00

0,97

0,91

0,81

0,69

0,57

0,44

0,34

0,26

0,20

0,16

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-
	1,00

0,99

0,97

0,93

0,87

0,80

0,71

0,60

0,48

0,38

0,31

0,25

0,22

0,18

0,16

0,14

0,12

0,11

0,10

0,09

0,08


Для определения площади поперечного сечения получаем формулу:
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Рис. 5.4

Пример: 
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= 4 м; 
[image: image225.wmf]F

= 500 кН; 
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s

= 160 МПа; 
[image: image227.wmf]m

 = 1; 
[image: image228.wmf]пред

p

= 100; 
[image: image229.wmf]Е

= 2·105 МПа.

 При данной схеме закрепления стального стержня, нагруженного продольной силой 
[image: image230.wmf]F

 (рис. 5.4, а), необходимо найти размеры поперечного сечения (рис. 5.4, б) и величину критической силы, а также коэффициент запаса устойчивости.

Для определения площади поперечного сечения используем формулу:
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Так как коэффициент снижения допускаемого напряжения неизвестен, то расчет будем вести методом последовательного приближения и первое значение коэффициента возьмем среднее:
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 = 0,5.

Выразим гибкость колонны через площадь сечения:
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Отсюда 
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Первое приближение 
[image: image240.wmf]1
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 = 0,5. Вычисляем площадь поперечного сечения:
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Определяем гибкость стержня
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Обращаемся в табл. 5.1 и находим истинное значение коэффициента 
[image: image243.wmf]I

1
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 для полученной нами гибкости 
[image: image244.wmf]l

= 138, используя метод линейного интерполирования. Для этого выписываем значения коэффициента 
[image: image245.wmf]j

 из второго столбца табл. 5.1., соответствующих значений гибкостей 
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= 130 и 
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= 140. Видим, что при изменении гибкости 
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 на 10 единиц, 
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 изменяется на 0,04 единицы. Наша же гибкость отличается от 
[image: image250.wmf]l

= 130 на 8 единиц. Это изменение коэффициента 
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, приходится на 8 единиц гибкости, найдем из пропорции, обозначив его через 
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10 : 8 = 0,04 : 
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Отсюда:                               
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т.е., при изменении  
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 на 8 единиц 
[image: image256.wmf]j

 изменяется на 0,03.

Тогда 
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= 0,40 – 0,03 = 0,37.

Сравниваем 
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Допускаемое расхождение между ними должно быть не более 5%, у нас же значительно больше, поэтому делаем второе приближение.
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Определяем площадь поперечного сечения при новом значении 
[image: image262.wmf]2
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= 0,435.
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Вычисляем гибкость стержня
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Опять обращаемся к табл. 5.1 и, подобно первому приближению, уточняем значение 
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Определяем погрешность между 
[image: image267.wmf]2
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 и 
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Проводим третье приближение:
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Определяем площадь поперечного сечения при 
[image: image273.wmf]3
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= 0,423.
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Вычисляем гибкость стержня:
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10

39

,

7

87

,

10

87

,

10

3

=

×

=

=

-

А

l

.

Обращаемся к табл. 5.1 и уточняем значение 
[image: image276.wmf]j
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Сравниваем 
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 и 
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Получим допустимую погрешность.

Принимаем площадь поперечного сечения стержня 
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Так как предельная гибкость для стали 
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, т.е. больше предельной, то для выполнения критической силы применим формулу Эйлера:
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Определяем коэффициентом устойчивости:
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Вопросы для самоконтроля

1. В чем заключается явление потери устойчивости сжатого стержня? 

2. Что называется гибкостью стержня? 

3. Какой вид имеет формула Эйлера, определяющая величину критической силы? 

4. Что представляет собой коэффициент приведения длины и чему он равен при различных условиях закрепления концов сжатых стержней?           

5. Как устанавливается предел применимости формулы Эйлера?        

6. Что называется предельной гибкостью? 

7. Какой вид имеет формула Ясинского для определения критических напряжений и при каких гибкостях она применяется для стержней из стали Ст.3?

6 РАСЧЕТ ПЛОСКИХ СТАТИЧЕСКИ ОПРЕДЕЛИМЫХ РАМ


Для заданной схемы рамы (рис. 6.1), необходимо определить величины внутренних усилий N, Q, M и построить их эпюры при внешней нагрузке q = =2
[image: image292.wmf]м
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, высоте рамы h = 4 м, длине рамы l = 5 м.

Решения задачи начинаем, как и в двухопорных балках, с определения произвольно направленных реакций в шарнирных опорах из уравнений статистического равновесия.
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Знак минус у реакции 
[image: image295.wmf]A
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 говорит о том, что истинное направление этой реакции – в противоположную сторону.
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Определение внутренних усилий осуществляется также с использованием метода сечений по участкам рамы.

1. Участок АС: 
[image: image297.wmf]6,25.
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2. Участок СD: 
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3. Участок BD: 
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Отрицательная величина продольных сил откладывается внутри контура оси эпюры, а положительные значения – снаружи от контура эпюры (рис. 6.2).

Построение эпюры Q
Величина поперечных сил по прежнему правилу знаков на участках.

1. Участок АС: 
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2. Участок CD: 
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3. Участок BD: 
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Значение величины поперечных сил откладывается на эпюре (рис. 6.3) аналогично правилу построения эпюр продольных сил.

Строим эпюру изгибающих моментов

1. Участок АС: 
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2. Участок CD: 
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3. Участок BD: 
[image: image308.wmf]33
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 EMBED Equation.DSMT4  
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Значение величины изгибающих моментов откладываются на сжатых волокнах (рис. 6.4).

Для проверки плоских статически определимых рам существует узловая проверка, смысл которой заключается в том, что любой вырезанный узел с приложенными к нему внутренними усилиями и внешними нагрузками находится в положении статического равновесия (рис. 6.5).

Узлом называется соединение двух и более стержней.

Для проверки вырежем узел D и проверим его на условие равновесия.

 EMBED Equation.DSMT4  
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Условия равновесия выполняются, следовательно, величины внутренних усилий определены верно.

7 Статически неопределимые системы при изгибе

Статистически неопределимой называют такую систему, для решения которой одних уравнений статики недостаточно, т.к. она имеет лишние связи, при удалении которых из статистически неопределимой получается статистически определимая и геометрически не изменяемая система. Геометрически неизменяемой называется такая система, изменение которой возможно лишь в  связи с деформацией ее элементов.

Число лишних связей определяет степень статистической неопределимости системы. За лишние можно принимать как внешние, так и внутренние связи. Степень статической неопределимости определяется по формуле:
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где С – степень статической неопределимости;

х – число неизвестных связей;

3 – число уравнений статики для плоской системы.

7.1 Метод сил

Метод сил является одним из методов, позволяющий раскрыть статическую неопределимость в следующей последовательности:

1. Определяем степень статической неопределимости системы.

2. В заданной раме выявляем лишние связи, при отбрасывание которых рама остается геометрически неизменяемой и статически определимой. Система, полученная из заданной путем удаления лишних связей и внешних нагрузок, называется основной системой – ОС.

3. В направлении отброшенных связей прикладываем пока неизвестные усилия х1, х2, х3 и т.д. (по числу лишних связей). Система с заданной нагрузкой и лишними неизвестными называется эквивалентной системой – ЭС.

4. Неизвестные усилия в эквивалентной системе определяют из условия равенства нулю перемещений по направлениям  внешних связей. Эти условия составляют в определенной (канонической) зависимости и называются  каноническими уравнениями метода сил.

5. После определения неизвестных усилий раму рассчитываем как статически определимую.

Составление и решение канонических уравнений

методом сил

Общий вид канонических уравнений для n раз статически неопределимой системы имеет вид:
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В первом уравнении (11  ( перемещение точки приложения первого лишнего неизвестного по его направлению, вызванное действием единичного значения этого неизвестного. Произведение ((((x1  ( перемещение той же точки по тому же направлению, вызванное истинным значением силы x1.

Второй член (12(x2 есть перемещение той же точки по тому же направлению, вызванное силой x2.

 Свободный член уравнения 
[image: image321.wmf]P
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 представляет перемещение той же точки по тому же направлению, вызванное внешней нагрузкой.

Вся левая часть первого уравнения представляет суммарное перемещение точки приложения силы x1 в эквивалентной системе по направлению этой силы, вызванное всеми силами, которое равно нулю, т.к. в заданной системе оно равно нулю. 

Второе уравнение выражает то условие, что суммарное перемещение точки приложения силы x2 равно нулю. 

Второе уравнение выражает то условие, что суммарное перемещение точки приложения силы x2 по направлению этой же силы от всех воздействий равно нулю. Смысл остальных уравнений аналогичен. 

Вычисление перемещений производим по способу Верещагина:
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здесь   
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 и 
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 ( площадь эпюр изгибающих моментов;
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 и 
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 в основной системе в i-том и k-том единичных состояниях;
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 ( площадь эпюры изгибающих моментов 
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 от внешних нагрузок в основной системе;
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 и 
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 ( ординаты эпюр 
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 и 
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, взятые под центрами тяжести их площадей.


Их следует брать с прямолинейных эпюр, не имеющих перегибов на длине участка. Для простоты вычисления сложные эпюры изгибающих моментов могут быть разбиты на простейшие фигуры: прямоугольник, треугольник, параболические треугольники, площади 
[image: image335.wmf]w

 и положение центра тяжести которого даны в табл. 7.1.

Для предложенной схемы (рис. 7.1) плоской статически неопределимой рамы требуется найти величину лишней неизвестной связи и построить окончательные эпюры внутренних силовых факторов N, Q и M.

Таблица 7.1
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Определяем степень статистической неопределенности:
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Получили систему один раз статистически неопределимой.

Каноническое уравнение:


[image: image338.wmf]1111
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Выбираем основную (рис. 7.2) и эквивалентную (рис. 7.3) системы.

Далее определяем коэффициент канонического уравнения и его свободный член. Для этого строим по точкам эпюру изгибающих моментов 
[image: image339.wmf]1

M

 (рис. 7.5), от действия единичной силы 
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, приложенной к основной системе (рис. 7.2), по направлению действия лишней связи 
[image: image341.wmf]1

x

 (рис. 7.4), а также эпюру изгибающих моментов 
[image: image342.wmf]P

M

 (рис. 7.7), от действия внешних нагрузок, приложенных к основной системе (рис. 7.6).
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Вычисляем величину коэффициента канонического уравнения и его свободного члена:
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Формулы для вычисления площадей эпюр изгибающих моментов и положения их центров тяжести берем из таблицы 7.1.
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Определяем неизвестную реакцию 
[image: image356.wmf]1

x

 из канонического уравнения:
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т.е. действительное направление реакции 
[image: image358.wmf]A

x

 в противоположную сторону (рис. 7.1).

Получили статически определимую систему (рис. 7.8).

Определяем опорные реакции точки В из условия статического равновесия:
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Строим эпюры 
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1. Участок АС: 
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2. Участок CD: 
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3. Участок BD: 
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1. Участок АС: 
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2. Участок CD: 
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4. Участок BD: 
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1. Участок АС: 
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2. Участок CD: 
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3. Участок BD: 
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Для проверки правильности построения окончательной эпюры изгибающих моментов М определим горизонтальное перемещение точки А, перемножив эпюру М на эпюру 
[image: image378.wmf]1

M

. Это перемещение должно быть равно нулю.
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Вопросы для самоконтроля

1. Какие системы являются статически неопределимыми? 

2. По какой формуле определяется степень статической неопределимости? 

3. Какой метод позволяет раскрыть статическую неопределимость? 

4. Какова последовательность метода сил при раскрытии статической неопределимости? 

5. Как записываются канонические уравнения метода сил в общем виде для n раз статически неопределимых систем? 

6. Что обозначают коэффициенты канонических уравнений и свободные члены? 

7. Каков физический смысл произведений коэффициентов канонических уравнений на неизвестные силы? 

8. Какое условие выражают канонические уравнения метода сил? 

9. Как вычисляются коэффициенты канонических уравнений и свободные члены? 

10. Где находятся точки центров тяжести простейших фигур и как вычисляются величины их площадей? 

11. Какая система называется основной и эквивалентной системами? 

12. Как называется проверка правильности вычисления коэффициентов и свободных членов канонических уравнений? 

13. Как производится деформационная проверка и в чем ее смысл?

8 Определение характеристик сопротивления                             усталости                                                                   

1. Неустановившийся (изменение напряжений в пролете моста от движения по нему трамвая, машин, пешеходов и т.д.).

2. Установившийся (изменение напряжения в шатуне во вращающейся вагонной оси).

3. Из различных видов установившихся переменных напряжений наибольшее значение имеют циклические напряжения.

8.1 Циклические напряжения

Циклом изменения напряжения называется однократная смена напряжений (от наименьшего к наибольшему и обратно). Если такой цикл во время работы детали непрерывно повторяются, то напряжения в ней называются циклическими (рис. 8.1).
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где 
[image: image390.wmf]m
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 ( постоянная составляющая цикла или среднее напряжение цикла.

Полуразность тех же напряжений называется переменной составляющей цикла или амплитудой напряжений цикла.

Асимметричные циклы


Знакопостоянный цикл.

Напряжение меняется только по величине.

Пульсирующий (от нулевой) цикл. Знакопостоянный цикл напряжений меняется от нуля до какого-то наибольшего значения.


Постоянное напряжение.

Знакопеременный цикл: напряжение меняется по величине и по знаку.

Симметричный цикл – знакопеременный цикл при одинаковый значениях нижнего и верхнего напряжения.

8.2 Условия прочности при переменных напряжениях

Для определения условий прочности одной переменной напряжений недостаточно, для образования трещины необходимо, чтобы действительная величина небольшого значения колеблющегося напряжения превзошла определенную границу – предел усталости или предел выносливости.

Пределом выносливости 
[image: image391.wmf]r
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 будет называться небольшая величина периодически меняющегося напряжения, которой материал может противостоять практически долго без появления трещин усталости.

Обозначается 
[image: image392.wmf]()
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 со знаком внизу, указывающим характеристику цикла.

Р-1 – предел выносливости и при несимметричном цикле r = (1.

Таким образом, образование трещин обусловлено:

1. Периодическим колебанием между определенными крайними пределами.

2. Превышением наибольшими действительными напряжениями предела выносливости.

Условие прочности выражает, что наибольшие действительные напряжения 
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  должны быть с некоторым запасом меньше предела выносливости  Pr. 
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где 
[image: image395.wmf]r

k

( коэффициент запаса прочности.

В настоящее время пределы выносливости для материала определяются лишь чисто практически.

Величина этого предела зависит:

1) от материала;

2) от типа деформации; 

3) от степени деформации.

Также появление трещин зависит от величины местных напряжений, возникающих в местах нарушения первоначальной формы.

Для сталей напряжения предела выносливости при изгибе составляют половину от предела прочности:
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Для высокопрочных сталей 
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Для цветных материалов ( в более широких пределах:
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При кручении в условиях циклических напряжений
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Для хрупких материалов (высоколегированные стали, чугун)
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Для определения коэффициента запаса прочности, характеризующейся переменными нормальными 
[image: image401.wmf]s

 и касательными 
[image: image402.wmf]t

 напряжениями, используем следующую зависимость для определения коэффициента запаса прочности:
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где k ( коэффициент запаса прочности; 
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 ( коэффициенты запаса прочности в предположении, что действуют только нормальные напряжения или только касательные напряжения, которые определяются формулами:
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где 
[image: image408.wmf]а
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 ( амплитудное и среднее напряжения рабочего цикла;
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 ( предел выносливости материала при симметричном изменении нормальных напряжений;
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 ( коэффициент влияния асимметрии цикла;
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 ( эффективный коэффициент концентрации напряжений;
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 ( масштабный коэффициент;
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 ( коэффициент состояния поверхности.

Аналогично для коэффициента по касательным напряжениям
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Искомый коэффициент запаса прочности находим из выражения
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Пример. В опасном сечении вала с диаметром d= 40 мм, действуют крутящий момент 
[image: image417.wmf]KP

M

 = 300 Н·м и изгибающий момент  
[image: image418.wmf]ИЗ
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= 250 Н·м. Для него предел прочности 
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= 550 МПа, а предел текучести  
[image: image420.wmf]T
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 = 260 МП и он не имеет концентраторов напряжений (резких переходов диаметров, выточек, канавок, а также его поверхность чисто обработана резцом. Требуется определить коэффициент запаса прочности вала, приняв нормальные напряжения изгиба изменяющимися по симметричному циклу, а касательные напряжения от кручения – по пульсирующему циклу.

Коэффициенты концентрации напряжений и масштабные коэффициенты можно считать одинаковыми для нормальных и касательных напряжений.

1. Определяем максимальные нормальные и касательные напряжения:   
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1. Предел текучести при кручении
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2. Предел выносливости на кручение при симметричном цикле
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4. Предел выносливости на изгиб при симметричном цикле


[image: image425.wmf]1

0,40,4550220.

В

И

МПа

ss

-

=×=×=


5. Коэффициент концентрации напряжений
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6. Масштабный коэффициент
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где 
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 ( в сантиметрах
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7. Коэффициент состояния поверхности берем (см. [2], стр. 404)
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8. Определяем коэффициент запаса прочности по нормальным напряжениям
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где 
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9. Определяем коэффициент запаса прочности по касательным напряжениям 
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т.к. касательные напряжения изменяются по пульсирующему циклу
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10. Общий коэффициент запаса прочности
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11. Коэффициенты запаса 
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 по отношению к пределу текучести равны
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[image: image444.wmf].
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Отсюда видно, что коэффициент по усталостному разрушению ниже, чем коэффициент запаса прочности по текучести.

Вопросы для самоконтроля

1. Назовите типы напряжений по характеру изменений?      

2. Что называется циклом напряжения? 

3. Чему равна величина постоянной составляющей цикла и ее переменная составляющая? 

4. Как выглядят диаграммы асимметричных циклов? Как они называются? 

5. Что является величиной предела выносливости? Какими обстоятельствами обусловлен характер образования трещин? 

6. Как выражается условие прочности при циклических напряжениях? 

7. Каким образом определяется предел выносливости для материалов в настоящее время? 

8. От каких параметров зависит предел выносливости? 

9. В каких пределах находятся напряжения предела выносливости по отношению к напряжениям предела прочности для различных материалов при изгибе и кручении, условиях циклического нагружения?

9 Динамика конструкций

9.1 Свободные колебания
Чаще всего нагрузки на конструкции бывают динамическими. От них возникают ускоренные движения масс и инерциальные силы. В большинстве случаев динамические нагрузки вызывают колебания систем.

Колебания могут быть свободными или вынужденными.

Если систему вывести каким-либо импульсом из состояния равновесия, а затем этот импульс устранить, то она будет совершать свободные (собственные) колебания, во время который происходит непрерывный обмен кинематической энергии и энергии деформации. 

При непрерывном действии переменной во времени вынуждающей (возмущающей) силы 
[image: image445.wmf]()
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 система совершает вынужденные колебания.

Отношение значения какого-либо динамического фактора 
[image: image446.wmf]дин
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 (внутренние силы или перемещения), вызванного силой 
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, к аналогичному статическому фактору 
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, вызванному статически действующей силой 
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, называется динамическим коэффициентом.
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Так как в конструкциях всегда имеются силы сопротивления (трения), поглощающие энергию, свободные колебания совершаются не бесконечно, а со временем затухают. Фактор затухания влияет и на вынужденные колебания и, в частности, на динамический коэффициент.

Основными характеристиками являются частоты и формы собственных колебаний.

Эти характеристики зависят от числа степеней свободы системы.

Под динамической свободой понимается возможность перемещений масс с учетом имеющихся связей и характера деформаций элементов системы.

Число степеней свободы 
[image: image451.wmf]д
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 плоской системы равно удвоенному числу сосредоточенный масс (рис. 9.1), поскольку каждая сосредоточенная масса обладает на плоскости двумя степенями свободы, если считаются возможными все виды деформации системы. Если какие-то виды деформации невозможны, то 
[image: image452.wmf]д
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 уменьшается. Обычно в плоских рамах и балках перемещения точек определяет деформациями изгиба.

В общем случае при двух сосредоточенных массах, 
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 Но перемещение вдоль балки равно нулю; так как жесткость сечения 
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 Число степеней свободы с распределенной массой равно 
[image: image456.wmf]¥

.  В расчетах распределенную массу заменяют на сосредоточенную.

Колебания системы с одной степенью свободы

Рассмотрим пространственную модель системы с одной степенью свободы – массу (m), подвешенную на невесомую пружину и нагруженную возмущаемой силой F(t) (рис. 9.2), представляющей производную функцию от времени t.

Пусть пружина обладает жесткостью 
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 (податливость пружины 
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). В дальнейшем эта пружина будет определять любую упругую связь системы.
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Для описания движения массы составим общее динамическое уравнение равновесия. Будем рассчитывать перемещение (У), от которого перемещения массы, когда она находилась до действия силы F(t). Положительные перемещения У, скорости - 
[image: image460.wmf]I
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, ускорения - 
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, а также положительные силы будем считать направленными вниз.
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При отклонении массы (m) на величину (У) на нее, кроме возмущающей силы будут действовать восстанавливающая сила 
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. Все силы направлены в сторону, противоположную отклонению (У):
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Дифференциальное уравнение движения

При отсутствии вынуждающей силы F(t)  и силы сопротивления 
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C

Rt

 получим однородное дифференциальное уравнение свободных колебаний:
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решение которого имеет вид:
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где 
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 и 
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 -  отклонения массы и скорость ее движения в начальный момент времени t=0.
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 - круговая частота колебаний системы.

Скорость движения массы в любой момент времени:
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Выражение (9.3) можно преобразовать как
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где А и 
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 - амплитуда и фаза колебаний (рис. 9.3). Как следует из (9.3) и (9.4), функция 
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 описывает незатухающий колебательный процесс, повторяющийся через промежуток 
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 - периодические колебания. Такие колебания называются гармоническими. В конструкциях роль условий жесткости выполняет величина, обратная податливости – одиночному перемещению 
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9.2 Затухание колебаний                                                                                                   

Сила сопротивлений 
[image: image483.wmf]C
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 может быть постоянна либо пропорциональна отклонению или скорости и т.д. Рассмотрим случай, когда 
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пропорциональна скорости равной 
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 - коэффициент пропорциональности).

Тогда из второго дифференциального уравнения:
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Разделим выражение на m
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где 
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 - коэффициент затухания; 
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 - круговая частота свободных колебаний без затухания.

Коэффициент  е можно определить, если известны отношения соседних амплитуд, колебаний и частота 
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. Для местных конструкций 
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 - круговая частота свободных затухающих колебаний.

Чаще 
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Для слабогасящих колебаний (в воздухе) 
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9.3 Вынужденные колебания системы

Вынужденные колебания системы с одной степенью свободы

Действие переменной во времени возможной силы 
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 можно представить в виде суммарного действия отдельных импульсов (рис. 9.4):
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Если затухания не учитывать, то согласно первому дифференциальному уравнению вынужденных колебаний с одной степенью свободы, будет иметь вид: 
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Решение этого неоднородного уравнения состоит из общего интеграла (уобщ.) однородного уравнения 2 и частного решения (участ.).

Обозначим 
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 и, объединяя общий и частный интегралы, получаем уравнение движения:
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где 
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 - начальные параметры, представляющие собой функцию 
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 и ее производную в начальный момент времени t=0. Для системы, находящейся в состоянии покоя, перед приложением силы 
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Рассмотрим действия различных вынужденных сил.

1. Постоянная сила 
[image: image509.wmf]F

F

t

=

)

(

 (рис. 9.5).

Если сила F приложена внезапно и действует долговременно, то при 
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поскольку 
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Т.к. 
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 - статическое перемещение,
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то 
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Следовательно, наибольший (амплитудный) динамический коэффициент равен:
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Если сила F внезапно приложена в мгновение 
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после преобразования:
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Из этого уравнения следует, что при 
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и, в частности, при кратковременном действии силы (
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Периодически изменяющаяся сила (вибрационная нагрузка).

Если на массу тела действует сила, изменяющаяся по гармоническому закону
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где F – амплитуда силы,
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 - ее круговая частота,

то уравнение движения
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[image: image532.wmf].

Следовательно, при 
[image: image533.wmf]0

/

®

w

q

. Кд – быстро возрастает, а при 
[image: image534.wmf]1

/

=

w

q

 Кд
[image: image535.wmf]¥

=

.

Явлением сильного нарастания амплитуд при 
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 называется резонансом. Острый резонанс сглаживается с ростом величины 
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 - круговая частота свободных колебаний.


9.4 Напряжение при ударе

Явление удара получается в том случае, когда скорость рассматриваемой части конструкции или соприкасающихся с ней частей изменяется в очень короткий период времени. При забивке сваи,
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Таким образом, потенциальная энергия будет определяться следующим образом:
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В основу формулы заложены две предпосылки:

1. Справедливость закона Гука.

2. Постоянный от нуля до окончательного значения рост силы Q, напряжения РС  и пропорциональных им деформаций
[image: image542.wmf]C
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.

Реакция системы С на действия упавшего груза Q (назовем ее РД) является следствием деформации δд, она растет от нуля до окончательной, максимальной величины.

РД=δдС.
Общий метод расчета на динамическую нагрузку основан на принципе Даламбера, по которому всякое движущееся тело может рассматриваться как находящееся в состоянии равновесия, если к действующим на него внешним силам добавить силу инерции, равную произведению массы тела на его ускорение  направленную в сторону, противоположную ускорению.

То есть, если можно определить силу инерции, то можно для определения внутренних усилий применять метод сечений уравнения статического равновесия.

Если силу инерции определить сложно (удар), для определения динамический напряжений и деформаций используют закон сохранения энергии.

9.5 Вычисление напряжений при равноускоренном движении

Груз весом Q поднимает вверх с ускорением а (рис. 9.9). Определить напряжение в канате, не учитывая вес каната.

Используем принцип Даламбера. Прикладываем к грузу силу инерции:
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и направляем вниз.

Применяем метод сечений. Делаем разрез А-А и отбрасываем верхнюю часть. Усилие в канате обозначаем Nдин.. Т.к. напряжения при центральном растяжении равномерно по сечению каната σдин – динамическое напряжение в канате

Nдин.= σдинА.

Проектируем все силы на ось y.
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[image: image547.wmf]A
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 - напряжение статическое от действия груза.

9.6 Определение перемещений и напряжений при ударе 

Рассмотрим продольный удар груза Q по недвижимому стержню, падающего с высоты H (рис. 9.10), скорость груза определяем по формуле свободного падения
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Скорость за очень короткий промежуток времени t=0 и величину силы инерции теоретически трудно определить. Здесь применяем закон сохранения энергии и следующие допущения.

1. Напряжение при ударе не превосходит предела пропорциональности, т.е. справедлив закон Гука.

2. Тела после удара не отделяются друг от друга.

3. Масса стержня считается малой по сравнению с массой ударяющего тела и в расчет не принимается.

4. Потерями части энергии, перешедшей в теплоту и в энергию колебаний, пренебрегаем.

Приравнивая работу падающего тела к потенциальной энергии деформации стрежня.

Работа: 
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 - перемещение в точке удара, т.е. укорочение стержня.

Потенциальная энергия деформации при сжатии стержня:
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Получаем: 
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Умножаем обе части на 2l и разделим на ЕА:
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 - укорочение стрежня от статически приложенной нагрузки. Тогда 
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Из этих формул видно, что величины динамического напряжения и перемещения зависят от величины статической деформации ударяемого тела.

Для снижения величины удара применяют прокладки (резиновые, пружинные и т.д.), которые дают большие деформации и не должны превосходить критических напряжений.

Частные случаи.

1. Если Н=0, т.е. внезапное приложение нагрузки:
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2. Если высота падения Н во много раз больше статической деформации 
[image: image561.wmf]CT
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Пример. На двух балках двутаврого сечения № 16 (рис. 9.11, а) установлен двигатель весом Q=2,0 т, делающий n=400 об/мин. Центробежная сила инерции, возникающая за счет неуравновешенности вращающихся частей двигателя, равна Н=1,2 т. Собственный вес балок и силы сопротивления можно не учитывать. Требуется найти: 1) частоту собственных колебаний 
[image: image563.wmf]0

w

; 2) частоту изменения возмущающей силы 
[image: image564.wmf]w

; 3) коэффициент нарастания колебаний 
[image: image565.wmf]b

; 4) динамический коэффициент 
[image: image566.wmf]д

K

; 5) наиболее динамическое нормальное напряжение в балках 
[image: image567.wmf]д

s

.

Решение. Определяем частоту собственных колебаний 
[image: image568.wmf]0

w

. Для упругих систем с одной степенью свободы без учета собственного веса она определяется по формуле:
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где 
[image: image570.wmf]CT
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 - перемещение точки приложения веса двигателя при статическом действии этого груза;

g – ускорение силы тяжести.

Величину статического прогиба 
[image: image571.wmf]CT
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 определим, воспользовавшись методом сил.

Определяем реакции опор от действия силы Q.


[image: image572.wmf].

3

1

;

0

3

;

0

Q

R

l

R

l

Q

M

B

B

A

=

=

×

+

-

=

å



[image: image573.wmf].

3

2

;

0

3

2

;

0

Q

R

l

Q

l

R

M

A

A

B

=

=

-

×

-

=

å


Строим эпюру изгибающих моментов 
[image: image574.wmf]F
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 от внешних нагрузок по точкам (рис. 9.11, б).


[image: image575.wmf].

0

;

67

,

0

15

2

9

2

3

1

3

2

3

;

0

4

3

1

1

=

×

=

×

×

=

=

=

=

=

M

M

m

Q

l

R

M

M

M

A
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где 
[image: image577.wmf]F
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 ( площадь грузовой эпюры;
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 ( ордината на эпюре изгибающего момента 
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 под центром тяжести площади грузовой эпюры 
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[image: image582.wmf]X
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 ( осевой момент инерции площади поперечного сечения относительно центральной оси Х.

Для двух балок двутаврого сечения № 16 
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2. Определяем частоту изменения возмущающей силы:
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3. Определяем коэффициент нарастания колебаний:

4. Определяем динамический коэффициент:
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5. Определяем наибольшее динамическое нормальное напряжение в балке:
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где 
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 ( момент сопротивления площади поперечного сечения 2х балок № 16  
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Вопросы для самоконтроля

1. Какие колебания систем являются свободными и какие вынужденными?

2. Как определяется величина динамического коэффициента?

3. Что понимается под динамической свободой и как определяется число степеней свободы плоской системы?

4. Как записывается дифференциальное уравнение свободных колебаний системы с одной степенью свободы и что обозначают слагаемые этого уравнения?

5. Чему равна круговая частота колебаний системы и ее период?

6. Как выглядит дифференциальное уравнение затухающих колебаний и от чего зависит коэффициент затухания?

7. Как записывается в общем виде уравнение движения вынужденных колебаний и какова его зависимость от действия различных возмущающих сил?

8. Какое явление называется резонансом?

9. Как определяется величина динамической силы при ударе?

10.  Какие допущения принимаются при ударе?

11.  Каковы общие приемы вычисления напряжений при ударе?

12.  Чему равна величина динамического коэффициента при ударе и его зависимость от отношения высоты, с которой падает тело, к статической деформации от этого же тела?

13.  Каким образом в практике снижается величина динамических напряжений?

14.  Каким образом определяются величины напряжений и динамического коэффициента при равноускоренном напряжении?
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